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Uvod

Tato kniha vznikla ako pokus podelit’ sa o skiisenosti a napady, ktoré vznikli pri programovani
rozsiahlejSieho systému na zobrazovanie 3D polygonalnych objektov. Jeho iimyslom bolo tiez
priblizit’ ostatnym 'ud’'om zazitok z tvorby vlastného podobného systému, nevynimajic tplnych
zaciato¢nikov na poli pocitacovej grafiky.

Kniha je roz¢lenend na Casti, z ktorych kazda sa zaobera zadkladnymi oblastami pocitacovej
grafiky, ktoré s zoradené tak, aby ¢o najviac na seba nadvizovali. Kazda z uvedenych casti je
rozoberana omnoho podrobnejsie v odbornej literature, ktora vS§ak nemusi byt’ dostupna Sirokému
okruhu l'udi, preto st niektoré Specifické casti opisané podrobnejsie, kladic vicsie naroky na
matematické myslenie Citatel’a.

Styl védcsej Casti informéacii v knihe je prispdsobeny prave Citatel'om, ktori nie s matematicky
vzdelani na vysokej urovni, a preto podstatna véacsina vztahov je odvodend a popisana vol'nejSim,
neformalnejs$im Stylom.

Dal’$im cielom knihy je objasnit’ pouzivatelom réznych grafickych standardov principy, na
ktorych su tieto Standardy postavené, aby Citatel’ mohol prejst’ od pristupu k Standartu ako k ¢ierne;j
skrinke s ur¢itymi funkciami, k plnému uvedomovaniu si matematickej podstaty funkcionality
pouzivanych funkeii, az k spolupraci na tvorbe podobnych Standardov.

Kniha sa taktiez venuje niektorym prehliadanym problémom zobrazovania, ako su chyby
najpouzivanejsieho typu perspektivnej projekcie.

Dufam, ze kniha bude motivovat’ najmi k vlastnej tvorbe a d’al'Siemu rozsirovaniu mnozstva
napadov a tvorivosti, ktoré su typické pre oblast’ programovania.



Suradnicové systémy

Pri opise trojrozmerného priestoru si na zac¢iatku musime zvolit’ suradnicovy systém,
s ktorym budeme pracovat’. Zarovein musime vediet, ako mdézeme transformovat’ vzajomne
medzi sebou rdzne siradnicové systémy.

Zvycajne kreslime suradnicovy systém tromi useckami zakoncenymi Sipkou, urcujiicou smer
narastu danej stradnice. Tieto usecky predstavuju pre nas bazické vektory priestoru, z ktorych
vytvorime stradnicové osi (kazdy bazicky vektor urcuje jednu stiradnicu bodu vyjadreného v dane;j
baze). Vo vSeobecnosti ndm baza rozdeluje vektorové priestory na dva typy — l'avotoCivy a
pravotocivy.

Pravotocivy suradnicovy systém

, A Pravotocivy stradnicovy systém identifikujeme pomocou
determinantu bazy. Ak je tento determinant kladny, jedna sa o
pravotocivy suradnicovy systém. Ako pomerne zavadzajuca
pomdcka sa pouziva nasledovné pravidlo: ak osi tvoria
vektory x, y a z, potom musi platit’, Ze ak sa pozrieme z miesta
0 X treticho vektora na rovinu tvorent d’al'Simi dvomi, potom
musi prvy vektor prechadzat’ kratSou cestou proti smeru
hodinovych ruciciek do druhého vektora podla vzt'ahov

4 X y
xX—y y—z 10X

Zapis znamend, Ze prvy spodny vektor prechadza proti smeru hodinovych ruciciek do druhého pri
pohl'ade z horného.

Lavotocivy suradnicovy systém
vA Opakom pravotoc¢ivého je 'avotocivy sturadnicovy systém.
Determinant jeho bazy je zdporny. Platia v iom opacné
vztahy ako v pravoto¢ivom, teda ak sa pozrieme z miesta
treticho vektora na rovinu tvorena d’al’Simi dvomi vektormi,
> potom prvy vektor musi kratSou cestou prechadzat’ do druhého
0 x v smere hodinovych ruciciek podl'a vzt'ahov

b4 X y
x(—y y<—z 1 X

Teraz sa vratme k tomu, preco je tento sposob uréovania “to€ivosti” priestoru zavadzajuci. Dovod
je prosty: bazické vektory nemaju Ziaden stvis s tym, s akou orientaciou zobrazime stradnicové
osi. “Tocivost™ je vlastnostou bazy, nie spdsobu zobrazenia na papieri.

Kde sa prejavuju odlisné viastnosti inak “tocivych” priestorov ?

Problém vzniké pri vektorovom stcine. Ak sa pokusime vyjadrit’ dva vektory a, b v pravoto¢ivom a
l'avotoCivom suradnicovom systéme (teda v prislusnych bazach), potom vysledky vektorového
sucinu v pravo- a lavoto¢ivom suradnicovom systéme vyjadrené v rovnakej baze B budi mat’

opacné znamienka: (a,Xb,),=—(a,Xb,), .



Vektorovy stgin dvoch vektorov a=(a,,a .a ) a b=(b_ b ,b ) sada vyjadrit symbolicky ako

X

a a a
y z
determinant |6 b, b_| ,kdex,y,zsisymbolické vyjadrenia suradnicovych osi. Kazdy
X y z
determinant regularnej matice 4 rozmeru n X n zlozenej z prvkov a; moZeme vyjadrit’ ako

_ _1\»(d) . .- VRN .
|4|= Z (=1) 49(1)%2.002) %0 p(n), kde M je mnoZina permutacii Cisel 1,2, ... n a p(¢) je
bEM

parita permutacie ¢. Ak si vezmeme dve bazy, z ktorych je jedna pravo- a druha l'avotociva, pricom
sa liSia iba tym, Ze jedné z nich méa vymenen¢ poradie riadkov (teda mé navzéjom zamenené dve
suradnicové osi), potom pri vypocte vektorovych sucinov v kazdej z dvoch baz dostdvame rovnaké
s¢itance, akurat vzdy s opaénym znamienkom (zmenili sme paritu permutécie, v ktorej sa s¢itance
nachadzaju).

V dalsich Castiach bude suradnicovy systém zobrazovany ako na obrazku pri l'avoto¢ivom
priestore. Suradnica z v iom bude nadobudat’ vyznam hlbky obrazu, x bude oznacovat’ §irku a y
vysku obrazu (pohl'adu). Ak nebude uvedené inak, “to¢ivost™ priestoru nebude mat’ pre vypocty

ziadny vyznam.
Bdza priestoru

Baza priestoru je ststava vektorov, pomocou ktorych mdézeme popisat’ dany priestor. Tychto
vektorov musi byt tol'’ko, kol'’ko majui rozmerov a mali by byt navzajom linearne nezavislé.

Pozrime sa na zvy¢ajnt bazu trojrozmerného priestoru Ej; , ktord mézeme vyjadrit’ pomocou matice
1 00
0 1 0
0 0 1

Prvy riadok si nazveme vektorom osi x, druhy vektorom osi y a treti vektorom osi z. Tieto vektory
st navzajom nevyjadrite'né (nezavislé) a je ich tol'ko, kol'ko je rozmer kazdého z nich (zaroven su
na seba kolmé). Preto pomocu nich moéZeme vyjadrit’ cely trojrozmerny priestor. Ak mame bod so
suradnicami (a, b, c) v tejto baze, jeho skutonli polohu mdzeme rozpisat’ ako ax+by+cz .
Ked'Ze bazické vektory maju taky tvar, aky majt, dostavame opat’ (a,b,c) . Aké by to bolo pri

inej baze ? Vytvorme si inl bazu, napriklad

1 0 —1
21 0
0 3 2

Ak mame stradnice (a,b,c) bodu v tejto baze, jeho polohu v priestore E; vyjadrime

ako ax+by+cz=a(l,0,—1)+5b(2,1,0)+¢(0,3,2) .Béazuteda mézeme opisat’ ako sustavu
smerov, v ktorych vyjadrujeme bod z priestoru (od pociatku v 0). Ako vSak vyjadrit’ bod z priestoru
v nejakej baze ? Ak je r vektor suradnic v priestore s bdzou B, potom vieme, Ze jeho obraz p v baze
priestoru E; je rovny p=rB

Prendsobenim sturadnic bazou teda dostdvame sturadnice v jednotkovej baze E;. My vSak
potrebujeme ziskat’ opacny vzt'ah. VyuZijeme preto vlastnosti inverznej matice.



p=rB
pB '=rBB”'
pB '=r

Stradnice v priestore sta¢i vyndsobit’ inverznou maticou bazy a dostdvame stradnice v baze.
Absolutny suradnicovy systém

Pri vytvarani reprezentécie priestoru si zvacSa zvolime stradnicovy systém a v iom sa snazime
vyjadrovat’ siradnice vSetkych objektov. Tento sturadnicovy systém je pevny, kazdy bod v nom ma
svoje pevné miesto, ktoré sa nemeni. Preto ho nazyvame absolutnym suradnicovym systémom.
Praca s nim je narocnejSia, pretoze pri manipuldcii s objektami vzdy musime brat’ do ivahy miesto,
kde sa objekt nachédza a vysledné transformacie objektov vyzeraji na pohl'ad zlozitejSie.

Relativny suradnicovy systém

Tento systém sa vyuziva najmi pri ur¢ovani pohl'adu na priestor. Absolutny suradnicovy systém
sa pretransformuje tak, aby miesto pohl'adu lezalo v zaciatku stiradnicovej sustavy, os z iSla smerom
"do obrazu" a osi x a y boli rovnobezné s okrajmi obrazu. Potom sa transformacie obrazu daju
vyjadrit’ jednoduchsie, pretoZze odpadéa povinnost’ centrovania a naklanania objektov.

Prechod medzi tymito dvomi systémami je zaloZeny na posunuti pdvodnych objektov o novy
stred, ktory sa stava bodom 0 a prendsobeni inverznou maticou bazy absolutneho stradnicového
systému.



Homogénne suradnice

Pozrime sa, ako prebieha transformovanie bodov priestoru na vysledny obraz. Ak méme priestor
zlozeny z mnozstva objektov, zrejme budeme najskor chciet’ urobit’ nejaka transformaciu, ktora sa
tyka iba jedného objektu - napriklad jeho posunutie a otocCenie. Tuto transformaciu si nazvime

M (0) , kde 0 je objekt, ktory transformujeme. Dal’$iu transformaciu chceme urobit’ uz so vietkymi

objektami, pretoZze vyjadruje spolo¢nu vlastnost’ vSetkych objektov. Takouto transformaciou moze
byt’ napriklad natoCenie priestoru tak, aby jeho suradnice neboli absolutne, ale aby vyjadrovali
suradnice pri pohlade ocami. Tuto transformaciu si nazvime C (§). Nakoniec potrebujeme
transformaciu, ktord ndm trojrozmerné suradnice zmeni na dvojrozmerné stradnice v obraze -
nazvime siju P(g) . Potom pre kazdy objekt ¢ mdZzeme vyjadrit’ jeho transformaciu z absoltitnych
suradnic priestoru do suradnic obrazu ako PoCo M (y)=P(C(M(y))). Pozrime sa, ako by
vyzerali vztahy pre transforméciu, ak by transformdacie boli linearne, t.j. dali by sa vyjadrit
pomocou matic. Transforméaciu M (0) by bolo mozné vyjadrit pomocou matice M, C (&) pomocou
matice C a P(p) pomocou matice P. Vysledna transformacia by mala tvar M - C - P. Ak by sme
mali objekt ¢ dany vo forme matice tak, Ze jeho riadky by obsahovali jednotlivé body a stipce v
tychto riadkoch by vyjadrovali po jednej suradnici priestoru, mohli by sme nové suradnice C
objektu ¢ ziskané po transformdcii vyjadrit akoC=¢ - M - C - P. Vypocet tychto stradnic je
mozny dvomi spdsobmi - najskdr prendsobit’ suradnice ¢ maticou M, potom nové suradnice
prendsobit’ maticou C, a nakoniec vzniknuté suradnice prenasobit’ maticou P. Tymto spdsobom by
sme sice ziskali korektny vysledok, avSak by sme predlZzovali ¢as umerne poctu pouzitych
transformacii. MoZeme ale vyuzit' vlastnost’ matic, pomocou ktorej ziskame konStantny cas pre
I'ubovolne velku transforméciu. Ak si najskor vypocitame celkovu transformaciu 7T =M - C - P,
potom vztah medzi pdvodnymi suradnicami v priestore a v obraze vyjadrime jednoducho ako
C=y - T .Porozpisani dostaneme:

"V Wy W7 "Co Cy T
Ve wyl v, Cx/ Cy] sz
Vo W, Yo, r, T, T, C., Cyz C.,
Vs Wy W T, T, Ty|= C.; §y3 C_;
Ve W Yy T, Ty T C. Cy4 C.,

W, W, V.- "Co Sy Gy

Je teda zrejmé, Ze je vyhodnejSie skladat’ podtransformacie do jednej transformécie. Je tu vSak
jeden problém. Nie vSetky transformacie sa daji vyjadrit’ pomocou linearnych zobrazeni (matic).
Napriklad uz len obyc¢ajné posunutie nie je mozné tymto sposobom vyjadrit’ a to je pritom jedna z
najpouzivanejsich transformaécii. Nie je totiz mozné pomocou sucinu vektorov s maticami vyjadrit
pripocitanie Cisla, ktoré nezavisi ani od jednej suUradnice vektora. Taktiez perspektivne
transformacie si vyzaduja delenie cislom, ktoré naopak zavisi od hodndt zloziek vektora, ktory
transformujeme, a to sa pomocou matic opit’ nedd vyjadrit. Ako to vyrieSit ? Ako nestratit
moznost’ skladania transformécii do jednej matice a zarovenl byt schopnym vyjadrit’ posunutie a
perspektivu ? Jednym z rieSeni st homogénne suradnice.

Tieto s zalozené na myslienke rozsirenia 3D stradnic o jednu zvy$nu suradnicu - homogénnej
zlozky. Dostavame teda §tvrty rozmer a vSetky naSe transformécie sa zmenia na 4D.



Ak sme povodne mali vektor (x, y,z), dostivame nové stradnice (x', y',z', h), kde h je
homogénna zlozka. Ak by sme chceli z homogénnych suradnic vyjadrit’ suradnice v pévodnom
y' z
R H
priestoru sa & voli rovné 1. Homogénne stradnice potom maju tvar (x, y,z, I) . Pomocou tychto

suradnic sme uz schopni vyjadrit’ posunutie ako aj perspektivnu transformaciu. Posunutie by sme
mohli vyjadrit pomocou matice

’ ’ 4

priestore, tieto by mali tvar( ) . Pre suradnice, ktoré konvertujeme priamo z 3D

0
0
1
p

- O O O

1 O
0 1
0 O
p. P, P.

ktord ndm zabezpe¢i posunutie o vektor (p,, P, p.) .
Perspektivu (centralnu projekciu) by sme mohli vyjadrit’ pomocou matice

k 0 0 O
0O [/ 00
r.or, 1 1
0O 0 0 O

Je mozné si v§imnut, Ze homogénnu zlozku perspektivy sme dali rovnu stradnici z.
Po prenasobeni vektora (x, y, z, I) touto maticou dostavame vektor (kx+zr,  ly+zr , z,z2)

. n . . X « , P
a po konverzii do pdvodného 3D priestoru (k—=+r .,/ Sy ,» 1), ¢o az na z-ovu suradnicu su
z z
vzt'ahy totozné s centralnou projekciou.
Ostatné transformacie, ako je napriklad rotacia a zoSikmenie vyjadrime opdt pomocou

Stvorrozmernej matice, priCom tito bude totoZznd s povodnou trojrozmernou maticou, avSak
pribudne jeden nulovy riadok a nulovy stlpec a do pravého dolného rohu dame 1.

Napriklad maticu otoCenia okolo osi z by sme mohli transformovat’ takto:

. cosx  Sin &
cosx snax O .
—SIn X COS X

—snx cosx O >
0 0 1 0 0
0 0

o= O O
i —



Reprezentacia objektov

Pre pracu s objektom pomocou pocitaca je potrebné urcitym sposobom reprezentovat’ objekt
v pocitaci. Realne objekty sa zvicsa silne zjednodusuju, vyberaja sa z nich iba niektoré body
a plochy, zanedbavaju sa nerovnosti povrchu, vystihuje sa len najpodstatnejsi tvar objektu a
podobne.

Hranova reprezentdcia objektu

Ako najjednoduchsia reprezentacia objektu sa vyuziva hranova reprezentacia. Objekt pozostava
z bodov a hran, ktoré st medzi dvojicou bodov z tohto zoznamu. Vyuziva sa ¢asto pri
jednoduchych systémoch zobrazovania alebo pri systémoch, ktoré sa snazia modelovat’ isté typy
vlastnosti objektov.

Plosna reprezentdcia objektu

Asi najpouzivanejSou reprezentaciou objektu v systémoch zobrazovania v redlnom Case je
plosna reprezentacia objektu. Podobne ako hranova, pozostava zo zoznamu bodov a zoznamu
ploch. Plochy su uréené poc¢tom bodov a ich indexami v zozname bodov. Mnohokrat sa pouziva
priame vyjadrenie bodov ploch pomocou ich stranic bez existencie zoznamu bodov. Ako by vsak
vyzeralo konkrétne vyjadrenie telesa v ploSnej reprezentacii ? Ako priklad moze poslazit
reprezentacia kocky:

6: 5 Body lezia symetricky okolo stredu vo vzdialenosti
‘ V3 od stredu suradnicovej stistavy).
7 4 Zoznam bodov Zoznam ploch
| 0: (1;-1;-1) 0: 4 (3;7;4;0)
I: (L;-1; 1) I: 4 (0;4;5;1)
2: (-1;-1; 1) 2: 4 (1;5;6;2)
3: (-1;-1;-1) 3: 4 (2;6;7;3)
4: (1; 1;-1) 4: 4 (2;3;0; 1)
/ 50 (1; 1; 1) 5: 4 (7;6;5;4)
6: (-1; 1; 1)
3 7o (-1; 1;-1)

Plochy je vhodné ukladat’ tak, aby vidite'na strana plochy mala body zoradené v smere
hodinovych ruc¢ic¢iek. To potom umoznuje jednoduchy vypocet norméalového vektora ploch
pomocou troch nasledujucich bodov mnohouholnika.

Okrem zoznamu bodov a ploch je mozné ukladat’ zoznam normal ploch, normél v bodoch,
informacie o intenzite svetla, o suradniciach v bodov Struktirach mnohouholnikov, alebo je mozné
rozdelit’ objekt na viacero vzdjomne nezavislych Casti.



Rotacia
Niekedy je potrebné otocit’ bod alebo viacero bodov okolo iného bodu (osi). V dvojrozmernom
priestore sa bod otaca okolo jedného bodu, v trojrozmernom okolo osi. Os je priamka zlozena
z bodov, ktoré pocas rotacie nemenia svoju polohu.

Rotdcia v rovine

Chceme otoc¢it bod K =(x,y) ouhol a okolo0.
Otoc¢enim ziskame bod L= (x',y’) .Ako vsak ziskame
jeho stradnice ?

L Stradnice bodu K sa daju ziskat’ aj takto:

x=Vx"+ y’cos(B)=rcos(B)
y=\x*+ y’sin(B)=rsin(B)

¢o je vlastne vyjadrenie stiradnic x, y v polarnych
0 suradniciach. (7 je vzdialenost’ bodu K od stredu stiradnicovej

sustavy, B je uhol, ktory zviera vektor K s osou x.

Potom stiradnice bodu L mdzeme vyjadrit ako x'=rcos(x+ B) a y'=rsin(a+ B) .KedZze

plati cos (& + B)=cos(«)cos(B)—sin (cx)sin(B) g sin (x + B)=sin (x)cos(B)+cos(x)sin(B)

suradnice bodu L mozeme vyjadrit ako  x'=rcos(B)cos(c)— rsin(B)sin(x)
y'=rcos(B)sin(c)+ rsin(B)cos(x)

Ak sa pozrieme na predchadzajice vztahy, zistime, Ze tieto suradnice sa daji zjednodusit’ na tvar
x'=xcos(ox)— ysin ()
y'=xsin(x)+ ycos (o)

Pomocou matice mézeme vypocet vyjadrit takto

X cosx sin«x .,
)] e |-t
—sinx cos«

Rotéciu v rovine s klasickou euklidovskou bazou moézeme zovseobecnit’ aj pre rotaciu v l'ubovolnej
rovine danej bazou B tvorenou dvomi vektormi #= (“1 JUy Uy ) a v= (v1 SV Vy ) , kde

N je dimenzia priestoru (pre rovinu je 2, pre trojrozmerny priestor 3...). Pomocou tychto dvoch
vektorov moZeme napriklad rotovat’ okolo 'ubovol'nej osi v trojrozmernom priestore alebo rotovat’
po eliptickej drahe v dvojrozmernom priestore, pokial’ # a v buda vektormi hlavnej a vedlajsej osi
ziadanej elipsy, atd’. VSeobecna rotacia bude mat’ tvar

—sinx cosx —sinx cos« LI N

(xy)[ oS s1n0(]B+S=(xy)[ cos o sm(x][ul,uz,...,uN]+S=(z,1"”,er)

kde S je bod na osi v priestore, ktory lezi najblizsie k rotovanému bodu (x, y).

10



Je dobré v8imnut’ si, Ze (x, y) st siradnice bodu v baze B, zatial’ ¢o (z YT APPRY SN 1) st
suradnice bodu v N-rozmernom priestore. Rotujeme suradnice v rovine, na ktor1 pozerame, akoby
bola beznou rovinou s Euklidovskou bazou pre dvojrozmerny priestor. Pokial’ rovina rotacie
prechadza bodom 0 a suradnice (x, y) prendsobime bazou B, dostavame suradnice v povodnom N-
rozmernom priestore. Bdza je spojivo medzi dvomi sustavami suradnic - siradnic v baze a suradnic

v priestore. V tomto pripade nam stradnice (x, y) hovoria, ze x4+ yv= (zo, o By 1) .

Rotdcia v trojrozmernom priestore

y V priestore si najskdr musime zvolit’ os, okolo ktorej
chceme otacat’ bod. Vyjadrime si najskor rotacie okolo

jednotlivych osi priestoru, osi x, y a z.

z

Najskor sa poktisime odvodit’ vzt'ahy pre rotaciu okolo
osi z (v rovine danej vektormi x a y).

Zistime, Ze dostdvame rovnaky vzt'ah ako pre rotaciu
v rovine, akurat pribudne z-ova suradnica, ktora sa vSak
pocas rotacie nement.

Vysledna matica rotacie bude teda

B X .
cosx sinax 0

—sinx cosx 0

0 0 1
y
Podobne, v rovine danej vektormi x a z A v rovine danej vektormi y a z (okolo osi x)
(okolo osi y) bude rotacnd matica takato  zase takato
cosfp 0 sin§ 1 0 0
0 1 0 0 cosy -—siny
—sin 0 cosp 0 siny cosy

Stradnice oto¢eného bodu ziskame tak, ze prendsobime suradnice pdvodného bodu maticou
rotacie, napriklad Tr. Potom mozeme vyjadrit (x, y,z)Tr=(x',y’,z’') .Roticie mdZeme aj
skladat’. Ak Tx je matica rotacie okolo osi x, Ty okolo osi y a Tz okolo osi z, mdéZeme si vytvorit
T'ubovolnu postupnost’ rotacii tak, Ze budeme postupne nasobit’ tieto matice, az kym nedostaneme
maticu, ktord nam vyjadri vSetky tieto rotacie ako jedint transforméciu. Treba si vSak dat’ pozor,
pretoze zalezi na poradi vykonavania rotacii (nasobeni matic). Napriklad si mézeme vytvorit’
maticu Txyz =Tz Tx Ty, ktord nam zrotuje bod okolo vsetkych osi. Tato transformécia sa pouZziva
pri modeli kamery, kde dvojica uhlov ukazuje vodorovné a vertikdlne natoc¢enie kamery a treti jej
zoSikmenie.

Rotacia okolo lubovolnej osi

V tejto Casti st opisané dva sposoby rotacie okolo l'ubovolnej osi. Prvy spdsob vyuZiva
vSeobecnu rotaciu, druhy zase skladanie rotacii okolo stiradnicovych osi.
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VSeobecnd rotacia

Mémebod A=[4_, 4 ) A_] , ktory chceme oto&it’ okolo osi roviny danej jednotkovym

normalovym vektorom #= [nx, n,, nz] prechadzajicej 0 o uhol a... Celé to mozno vyjadrit’
takto:

Chceme otocit’ bod 4 v rovine danej vektorom n okolo bodu S, ktory

je k bodu A4 najblizsie zo vSetkych bodov na priamke uréene;j

vektorom n a bodom 0. Bod § potom mdzeme vyjadrit’ ako
S=kn,k€R . Zaroveil musi byt vektor S4 kolmy na vektor n,

n-(A—S)=0 .Ztoho mdzeme ziskat siradnice bodu S, pretoze
A-n
n-n
vektora n. Mame teda bod S, okolo ktorého budeme bod A4 otacat’.
Ako to vSak urobit’ ?

k= , €o je vlastne suradnica kolmého priemetu bodu 4 do

Pozrime sa na to, ako otd¢ame bod v dvojrozmernom priestore. Mdme dané dve na seba kolmé
osi, niekde leziaci bod, ktory chceme otocit’ o nejaky uhol okolo pociatku. Tento bod staci
vynasobit’ rota¢nou maticou a vsetko je hotové. D4 sa nieco podobné urobit’ aj v naSom pripade ?

Vyjadrenie suradnicovych osi roviny rotdcie

ZvyCajnarovina v 2D mad bazu p_ [ 1 O] . MézZeme vidiet', Ze baza je tvorena dvomi
0 1
vektormi, z ktorych kazdy urcuje jednu suradnicu bodu v tejto rovine. Ak mame bod (x,y) ,

hovorime vlastne o tom, Ze jeho stiradnice si x[1 0]+ y[0 1] . To je viak to isté, ako zapis

1[x y|l+0[—y x| .Baza p_ [ X J/] je opét’ ortogonalna, sturadnice nasho bodu st
—y x
viak (1,0) .Teda (x,y)P=(1,0)R .Na rotaciu okolo pociatku potom mame dve moznosti:
bud’ prendsobime bod (x, y) rotacnou maticou, alebo fiou prenasobime bod (1,0) , a nasledne
vysledok prenasobime bazou R, aby sme zistili, kam sa v skuto¢nosti posunul bod (1,0) . Tym,
7e baza R je ortogonalna a jej zlozky maju rovnaka velkost’, mdme zarucené, Ze neddjde k
neziadicej deformacii pri otoc¢eni bodu. Tuto vlastnost’ vyuzijeme pri rotacii v rovine v
trojrozmernom priestore.
Ked’ sa pozrieme na nasu rovinu, zistime, Ze je nato¢end dvomi smermi,
urc¢enymi vektorom n a vektorom SA. Potrebujeme najst’ taka bazu tejto
n roviny, ktora je ortogondlna a jej zlozky maji rovnaku velkost’ (aby sme ich
A mohli stotoznit’ s osou x a y roviny v dvojrozmernom priestore) a zaroven,
aby bod 4 v nej mal stradnicu (1,0) . Prvy vektor bazy ziskame
jednoducho - je nim vektor SA4. Tento vektor ozna¢ime u. Ako vSak ziskat’
druhy vektor bazy ? Musi mat’ rovnaka velkost’ ako u a byt nan kolmy, ako
aj na vektor n. Ak ozna¢ime v=mnXu ,ziskame vektor, ktory je kolmy na

oba vektory, a ked’ze n je jednotkovy vektor, |u|=|v| .Dostdvame teda bazu 0= [”] , bod
14

A ma v nej suradnice (1,0) Rotaciu okolo osi potom mozeme vyjadrit’ ako

(1 0)[ cosx SIna][u]+S=[c0sa SInM["]+S=(x',y',z') . Dostavame vlastne
—sinax cosa | L v v

vyjadrenie pohybu bodu po kruznici v l'ubovolnej baze. Ak by |u|# |v| , bod by rotoval po
12



eliptickej dréhe.

Keby u a v neboli ortogonalne, bod by rotoval po naklonenej elipse. Tento sposob rotacie ma
navyse aj ti vyhodu, Ze pokial nebudeme menit os rotacie, stac¢i # a v vypocitat’ iba raz na zaciatku,
a potom len menit’ uhol o .

Skladanie podrotdcii

Dal’Sou moznostou, ako rotovat’ okolo F'ubovolnej osi je postupne skladat’ podrotacie okolo
jednotlivych osi az kym nedostaneme hl'adanu rotaciu. Spoésobov, akymi to mozno docielit, je
nekonecne vela, ale vysledok by mal byt vzdy rovnaky. Princip jedného zo spdsobov rotacie
spociva v tom, Ze sa najskor pokasime prerotovat’ bod tak, aby os rotacie, ktorti chceme vykonat’,
bola totozna s jednou z troch stradnicovych osi. Potom sta¢i dany bod oto¢it’ v rovine tejto osi o
zvoleny uhol a inverznymi rotaciami vratit’ os rotacie do pdvodnej polohy. Ked’Ze os rotacie je
mnozina bodov, ktoré pocas rotacie nemenia svoju polohu, inverznymi transformaciami by sa mala
dostat’ na pdvodné miesto.

7 Z

B‘ G a

y y

Tu je zobrazeny postup skladania rotacii na dosiahnutie otocenia okolo 'ubovolnej osi. Najskor
sa os rotacie n oto¢i o uhol -p okolo osi y. Naslednym otocenim okolo osi z 0 uhol -a splynie s osou
x. Vtedy mozno otocit’ dany bod okolo osi x o zvoleny uhol @w. Po ukoncenej rotécii je potrebné
vratit’ os otacania do povodného stavu, preto sa vykond inverzna rotacia okolo osi z o uhol a a po
nej inverznd rotacia okolo osi y o uhol B.

Ako viak ur¢it uhlyoaB? Ak n=(n,,n,, n,)  potom sadaju vyjadrit tymto sposobom:

n n
o =arctan(ﬁ) a B=arctan(—%)
n +n n

x z X

Pre odvodenie symbolickych vzt'ahov je vSak lepSie vyjadrit’ si siradnice x, y a z pomocou
tychto uhlov. MdéZeme ich ziskat’ z vyjadrenia jednotkového vektora osi rotacie - n vo sférickych
stiradniciach.

13



Sfericke suradnice v priestore

z Pri blizSom pohl'ade na siradnicovy systém si moézeme v§imnut
spOsob pocitania uhlov v priestore. Uhol a je uhol v rovine xy,

Y o rastie v smere od zvac¢sujlcej sa hodnoty x po zvacsujucu sa hodnotu

». Uhol B je uhol v rovine xz, rastie v smere od zvacSujlcej sa

hodnoty x po zvicSujucu sa hodnotu z. A nakoniec uhol v, ktory je v

rovine yz a rastie v smere od zviacsujucej sa hodnoty z po zvacsujicu

sa hodnotu y.

\@‘
bR 4

Ako potom vyjadrit sféricke suradnice vektora n ?

Vektor n mozeme charakterizovat’ dvomi uhlami - uhlom a v rovine
xy (yz), uhlom B v rovine xz a diZkou, ktora sa rovna jednej. Ak by sme
n poloZili na os x a zrotovali v rovine xy o uhol a, jeho priemet do x- e
ovej osi by bol cos(a). Po naslednom otoc¢eni okolo osi y o uhol B by R z
tento priemet bol rovny cos(a)cos(p). Pokial’ by sme # poloZilinaos z a |
zrotovali v rovine yz o uhol a a nédsledne otocili okolo osi y o uhol B, /o)
jeho priemet do osi z by sa rovnal cos(a)sin(p). Pri otoceni n okolo osi x

alebo z o uhol a je priemet n do y-ovej osi rovny sin(a). Odtial
dostavame sférické vyjadrenie hodnot zloziek vektora .

,,,,,,,

n_ =cos(x)cos(p)
n,=sin(a)
n,=cos(x)sin(pB)

(Uhol o moZno chépat’ ako naklon vektora n, B ako otocenie smeru)

Vyjadrenie rotacie okolo lubovolnej osi

Postup mozno zapisat’ tymto spdsobom: Ak méme bod b, jednotkovy vektor v smere osi rotacie
n a Ry(d) je matica rotacie okolo stradnicovej osi 1 o uhol 8, potom pre suradnice otocené¢ho bodu
b' mozeme napisat b'=b R (—B) R (—«) R (w) R () R (B) ,kde o () st uhly, ktoré
zviera vektor n s rovinou xz (xp) a @ je uhol rotacie.

Mozeme sa pokusit’ vyjadrit’ celkovua transforméaciu R,.

R,(w)=R (-B) R (—«) R (w) R (x) R,(B)

4 X 4 y

Po postupnom vynéasobeni matic ziskavame jedindi maticu rotéacie. Po jej zjednoduseni a dosadeni
vzt'ahov pre vypocet suradnic vektora » dostaneme maticu
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n(1—cosw)+ cosw n.n,(l—cosw)—n sinw n.n (1-cosw)+n,sinw

X

R,(w)= n.n,(l1-cosw)+n sinw nyz(l—cosw)-l-cosw n,n (1-cosw)—n, sinw

n.n (l-—cosw)—nsinw nn (l1-cosw)+n,sinw nzz(l—cosw)—i-cosw

Tato matica sa da vyjadrit ajako R, (w)=E +sinwP+(1—cosw)P* ,kde Pje

0 —n, n,
Zz 0 _n.\'
-n, n, 0

w7 _ _ 2 _ 2 _ 2 .
Ak ozna¢ime d=1-cosw , e=nd , f=n'd , g=nd , i=n.n.d |
k=nnd , o=nsinw , p=nsinw , r=nsinw a c=cosw matica

R sa zmeni na maticu

n

.]:nxnzd > > >

e+c i—r j+p
i+r f+c k—o]| ,
j—p k+o g+c

ktora nam vypocet o nieco urychli.

Porovnanie spésobov rotdcie

Rotacia pomocou skladania matic potrebuje na oto¢enie bodu 9 nasobeni. VSeobecna rotécia ich
potrebuje ovela viac, avSak ak sa objekt otaca stale okolo jednej osi, moZno na zaciatku predpocitat’
bazické vektory a rotacia bude potrebovat’ iba 6 nasobeni.

Rotécia skladanim matic mdze na rozdiel od vSeobecnej vyuzivat efekt skladania obrazovych
transformacii a vyuzit’ ti skutocnost, ze moéze byt sti€ast'ou transformacie obsahujtcej stovky inych
transformacii, a pritom vsetky tieto transformacie budu vyzadovat’ vzdy rovnaky pocet operacii.

Vseobecna rotacia vSak moze byt uzito€na pre objekty, ktoré vykonavaju vlastny pohyb okolo

stalej osi, kde sa spojené efekty maticovych transformacii vel'mi neprejavia. Moze byt tiezZ vyhodna
pri zobrazovani grafov, kde umozni rychlejSie otacanie grafu vo zvolenej rovine.
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Pohl'ad

Predstavme si, ze stojime uprostred mesta. Kazdy bod, ktory lezi v nejakej budove ma svoje
absolitne stradnice - napriklad B=(B,,B,,B.) . My stojime v bode T=(7_T T
Ked’Ze mame vo zvyku hybat’ hlavou a pripadne ju aj natacat, mézeme si v§imnut, Ze v naSom
pohl'ade nemajti vSetky body budov absolutne stiradnice, ale tieto sa menia podl’a toho, ako hybeme
hlavou, aké rozne naklony hlavy nas prave napadnu, alebo ako d’aleko sme presli po nohach. Nas
pohl'ad sa ma teda vo zvyku stdle menit. Stale vSak plati, ze hlbka pohladu sa zvicSuje tym
smerom, ktorym sa pozerame a vodorovny so zvislym smerom nezavisi od terajSieho "nakrutenia"
hlavy (samozrejme, nemysli sa tym vodorovny a zvisly smer vzhladom na povrch, po ktorom sa
pohybujeme). Preto pohl'ad mézeme brat’ ako relativny stradnicovy systém. Byva mnohokrat
vyhodnejsie vyjadrit’ si doposial absolutne suradnice objektov ich relativnymi suradnicami v
pohlade. Napriklad nds mnoho rdz nezaujima, Ze budova F lezi 340 m zapado-vychodnym smerom
a 125 m juzne-severnym smerom od centra mesta, ale nds mozno viac zaujme, ze F je od nds 70 m
vpravo a 50 m dopredu. Prvy krok, ktory musime urobit’, aby sme zmenili absolutne stradnice na
relativne v naSom pohlade, je posunutie vSetkych bodov tak, aby sa miesto, kde sa nachddzame
stalo zaCiatkom stradnicovej ststavy. To docielime tym, Ze od vSetkych bodov od¢itame miesto,
kde sa nachadzame — B-T. Potom musime vSetko naklonit’ tak, aby sa to javilo ako v nasom
pohlade.

Popis pohladu pomocou troch uhlov

Nas pohl'ad mo6Zeme charakterizovat’ tromi uhlami. Prvy uhol, natocenie, je uhol hlavy okolo osi y.
Urcuje pohyb hlavy, ktory ludia zvyeéajne vykonavajl, kei s niecim nesthlasia. Druhy uhol
nazveme sklon. Je to uhol, ktory sa meni okolo osi x a l'udia ho vykonavaji pohybom vtedy, ked’ s
nie¢im suhlasia. Posledny uhol nazveme vychylenie, oznacuje uhol meniaci sa okolo osi z, u l'udi
by sa to dalo opisat’ pohybom hlavy raz k jednému a raz k druhému ramenu, ¢o u niektorych l'udi
znamena mozno. Ked’Ze nasa hlava sa otd¢a pomocou tychto troch uhlov, pohl'ad sa bude tocit
presne naopak.

I,

Predpokladame, Ze zaciato¢ny stav kamery je taky,

Ako d’al’si priklad mdze posluzit’ kamera na oto¢nej nohe:
7e kamera ma vSetky tieto uhly nulové.
K natoceniu pohl'adu kamery sa dostaneme tak,

o Uhol a predstavuje vychylenie, uhol B natocenie
N B\ a uhol y sklon kamery.
%

7ze najskor kameru vychylime okolo osi z. Potom
pokracujeme sklonenim kamery okolo osi x. Nakoniec kameru otocime okolo osi y. Vtedy
dostaneme smer pohl'adu, ktory sme vyzadovali. Po¢iato¢ny pohl'ad kamery je totozny s osou z, ma
teda stiradnice P=(0,0,1) . Ak Rt(8) je matica rotacie okolo osi 1 o uhol 8, potom sa
povodny vektor pohl'adu P zmeni na novy vektor pohfadu P’'=P R («) R (y) R,(B) . Dostali
sme vyjadrenie vektora pohl'adu v absolutnych suradniciach. My vSak potrebujeme presny opak -
chceme vyjadrit’ absolutne suradnice v relativnych stradniciach pohladu, tak, aby pohlad bol stéle
rovny P=(0,0,1) . Mame vyjadrené, ze PA=P' , kde A je transformacia z relativnych do
absolutnych suradnic, potrebujeme vsak vyjadrit P=P'A' , CiZe ngjst’ transformaciu, ktord nam

zmeni absolttne suradnice na relativne. Ked’ze plati PA=P' ,plati PAA '=P'4"" aztoho
dostdivame P=P'A~' .Apozniame, mdzeme sa pokusit’ vyjadrit’ 4.
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PR (ax)R.(y) R, (B)=P'
PR (x)R.(y)=P'R,(-B)
PR (x)=P'R,(-B)R.(-y)
P=P'R,(-B)R.(-y) R (-«)

(Vyuzili sme vlastnost’ rotacie, Ze jej inverznou maticou je ta istd matica rotacie s opaénym
uhlom)

Dostali sme, Ze A_1=Ry(—B) R (—y)R,(—«) . Celkovu transformaciu bodu B

vyjadreného v absolutnych suradniciach priestoru v relativnych suradniciach pohl'adu so zadiatkom
v bode T m6zeme vyjadrit’ ako

(B-T)R,(-B)R.(-y) R (-«x)

X

Ak M(V) oznacuje maticu posumutia o bod V, potom mdzeme napisat’ predchadzajuci vztah ako

X

BM(-T)R,(-B)R.(-y) R (-«x)
Ak sa pokusime vyjadrit’ inverzni maticu A, dostavame

sin xsin Bsin y +cosxcosf  sinxcosy  cosasinf —sinxcosfsiny
cosxsin fsiny —sinxcosf cOsXcosy —coscosfsiny —sinxsinf
—sin fcosy sin y cosfcosy

X

Z nej po spojeni s posunomobod —T=(—=T_,—T ,—T) dostavame celkovu transforméaciu

a d g 0

b e h 0

c f ch (U
—aTx—bTy—cTZ —de—eTy—sz —ng—hTy—chTZ 1

kde z=snasnf , x=cosxcosf , y=sinxcosf , w=cosxsinf , a=zsny+x ,
b=wsny—y , c=—snficosy , d=sinxcosy , e=cosxcosy , f=sny |,
g=w—ysiny , h=—xsmny—z a ch=cosfcosy

Urcenie pohladu pomocou trojice vektorov
Uréenie relativnych stradnic pomocou uhlov nie je jediny spésob, akym to dosiahnut’. Castokrat
sa vyuziva priame vytvorenie bazy pomocou trojice jednotkovych vektorov - smerového,

vodorovného a zvislého. Smerovy vektor je orientovany v smere pohladu, vedorovny ukazuje
vodorovny smer a gvisly ukazuje zvisly smer obrazu.
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Stradnice v pohlade st teraz urcené bazou, skladajucou sa
z troch navzajom kolmych jednotkovych vektorov. Vektor s je
smerovym, vektor v vodorovnym a vektor z zvislym
vektorom.
Ak si ich zvolime tak, aby platilo vXz=s , moZeme
v
S pomocou nich vyjadrit’ bazu pohladu A4=]z | . Vektor v
S
akoby nahradzal suradnicu x, z sradnicu y a s suradnicu z
povodného priestoru. Ako v predchadzajucom pripade,
potrebujeme vyjadrit’ inverzni maticu 4™, pomocou ktorej by
sme mohli premieniat’ vzdjomne stradnice. Takuto maticu by bolo potrebné pocitat’ pri kazdom
pootoceni pohl'adu, ¢o by mohlo vel'mi predlZzovat’ ¢as vypoctov. Nastastie, ked’Ze vektory tvoria

ortogonalnu bazu a su jednotkové, mozeme vyuzit, ze A* = A". Vieme, 7e A A '=E , ale pri
tejto matici platiaj 4 A" = E , a ked’e jedina matica, pre ktor( to plati, je inverzna, matica A" je
tieZ inverznou maticou. Potom inverzni maticu A vyjadrime ako

A—l:(vT zT ST)
To, 7e A" je zaroveni inverznou vyplyva z nasobenia 4 A", kde ide vlastne o vzajomné skalarne
suciny bazickych vektorov. Ked'Ze si na seba kolmé, I'ubovolné dva rézne vektory maju nulovy
skalarny sucin - vo vyslednej matici vznikni 0. Ak sa vynasobia dva rovnaké vektory, ich
jednotkova dlzka zarucuje, ze vysledok bude vzdy 1. Jednotky vSak vzniknt iba na diagonale

matice, inde budll samé nuly. Vyslednéd matica teda bude E.

Celll zmenu suradnic bodu B z absolutnych stradnic do relativnych s po¢iatkom v bode T's
mdzeme zapisat’ ako

(B—T)(v" 7" s")
Ak M(V) opdt’ oznacuje maticu posumutia o bod V, predosly vztah vyjadrime ako
BM(-T)(v 77 s")

Ak v=(v,v v, z=(z,z,z), s=(s_s ,s.) amiesto pohladuje T=(T T T ) ,
transformacnt maticu vyjadrime v homogénnych suradniciach ako

% z K 0
X X X
% z S 0
y y y
b
S 0
z z z
——v 7T —vT —v T —zT —zT —z T —s T —s T —s T 1
xT x yoy z7 z xT x yo oy z" z x7 x yoy z" z

kde sa da tusit’ ekvivalencia s predoSlym spésobom pomocou troch uhlov.

Trojicu bazickych vektorov v, z, § mdzeme na zacliatku dat’ totoznu s bazickymi vektormi
absolutnych stradnic a aktualizovat ich vzdy pri rotacii pohl'adu.
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Premietanie obrazu

Priestor objektov je potrebné vykreslit’ po jednotlivych zlozkach na obrazovku. Toto si vyZaduje
ziskanie vzt'ahu medzi zobrazovanymi bodmi a ich zobrazeniami na obrazovke. Jednou z moZnosti
Jje pouzitie perspektivnej transformacie. V tejto Casti budl prezentované tri spdsoby vypoctu
centralnej projekcie tak, ako sa vyskytuju v rdznej literatare.

Centralna projekcia vyjadrend pomocou rovnolahlosti

Vlastnost'ou tohto typu perspektivy je, Ze vietky body
leziace na priamke vychadzajucej z pociatku premieta
do jedného bodu. Na obrazku je zndzorneny priemet
dvoch bodov so suradnicami [x,y,z] a [x,,»,,z2,]
v rovine xz. Ked’Ze leZia na jednej priamke
prechadzajucej poc¢iatkom, mali by sa zobrazit’ do
jedného bodu. Ak chceme zobrazit’ bod na obrazovku,
musime zistit’, do ktorej Casti obrazu patri. Vidime, Ze
priamka zachovéava proporcie rozdelenych Casti
obrazu. Pre dany bod pozname jeho x-ovu sturadnicu,
nepozname vsak rozsah obrazu v danej vzdialenosti.
Ak polovicu tohto rozsahu pre dany bod ozna¢ime ako
h (je to vzdialenost’ od z-ovej osi po viditeI'ny okraj,
kolma na z-ovu os), méZeme ju vyjadrit’ ako

. ) , oy .
h=ztan ) . Ak sa pozrieme na obrazok, zistime, ze

X X, . , .
pomer — a —— jerovnaky. Tento pomer je

h h

v

rovnaky pre kazdy bod na danej priamke a bude pre
vidite'né body nadobudat’ hodnotu od -1 po 1. Dostali sme teda proporcionalne vyjadrenie polohy
bodu v obraze, teraz je ho este potrebné dat’ na obrazovku. Ak ozna¢ime polovicu §irky obrazovky

, . X X ,
ako r_ ,potom x-ova suradnica bodu na obrazovke bude x'=-—r ctg? +r, .Prey-ova
z

suradnicu priemetu plati podobny vztah, av§ak uhol pohl'adu je iny. Ak oznaéime polovicu vysky

r
obrazovky ako r, ,potom uhol pohladu B pre rovinu yz mdzeme vyjadrit’ ako B = « s

X

kde s je korekcia pomeru horizontalneho a vertikdlneho rozliSenia pre dosiahnutie rovnomerného
obrazu (vyuziva sa pri rozliSeniach, pri ktorych nie je pomer medzi horizontalnym a vertikalnym
rozliSenim rovny 4:3 a sluzi na jeho dosiahnutie, ked’Ze pri takomto pomere sa bod na obrazovke

objavi ako §tvorec a nie ako obdiZnik). Potom pre y-ovu stradnicu plati y'= Ly ’ ctg; +r, Ak
z

” o B . e , T y .
oznacime k=r, ctg; a l=r ycth , vieme, Ze tieto vyrazy su pri projekcii vzdy konstantné.

Potom vysledné vzt'ahy pre projekciu buda

X
x'=k—+r,
z
r— Y
y'=l=+r,
Z



Centrdlna projekcia vyjadrend pomocou priemetne

Casto sa mozno stretniit’ s projekciou do jedného ‘
bodu, ktory lezi na nejakej siradnicovej osi. Tento AN +X
bod sa nazyva hlavny ubeznik a vsetky body leZiace ‘ : ’
na priamke prechadzajlicej ibeznikom sa zobrazia : r
do jedného bodu. Podobne, ako pri predoslej projekcii, Z X
mdzeme hl'adat’ siradnice v obraze v samostatnych ‘
rovinach. Ak sa pozrieme na obrazok, zistime, Ze obraz Yy
vSetkych bodov sa premieta na plochu (priemetriu),
ktoré je umiestnend v pociatku a je kolma na obe
suradnicové roviny (je to vlastne rovina xy). ViditeI'na
cast’ je len v okoli bodu 0 do vzdialenosti r, (¢o je opat’
polovica sirky obrazovky), ¢im dostdvame rozmery
obrazovky. Ubeznik lezi na osi z, vo vzdialenosti d
od bodu 0. Body x a x' leZia na jednej priamke, preto by ‘
sa mali zobrazit’ do jedného bodu. Bod x'lezina Y-~ /
priemetni (je to vlastne suradnica vo vyslednom

obraze). Pre tieto dva body musi platit’ podobnost’ trojuholnikov, zL =X Z toho dostavame

+d d
xd Podob aradnicu plati —y—4 Nevyhodou tohto sposob
.+ q - Podobne prey-ovu siradnicu plati y yz+d . Nevyhodou tohto spdsobu

premietania je to, ze suradnice objektov, ktoré zobrazujeme, nie su relativne voci 0, ale voci bodu
(0,0,—d) apripremietani teda vSetkym bodom musime zvysit z-ovu stiradnicu o d. Vyriesit sa

to dé aj tak, zZe posunieme hlavny GbeZnik a priemetiiu o d v smere narastajucej osi g, ¢im sa

ubeznik stotozni s bodom 0. Potom mdzeme vyjadrit’ nové stiradnice premietnutych bodov ako

I =

r

! X

d d . . T "
x'=x— a y =y P Tymto sme dostali ekvivalent ku centralnej projekcii, ked’ze tg% =

. Samozrejme, vysledné stradnice je potrebné este posunut’ o Sirku r, a vysku r, obrazu.

Maticové vyjadrenia perspektivnych transformdcii

V maticovom tvare by sme tieto tri perspektivne projekcie mohli vyjadrit’ tymito sposobmi:

1 0 0 O 1 0 0 O
k 0 0 O
o 0o /7 00 i} 01 0 (1) o 010 (l)
e lr,or 101 “«l1o 0 1 = «lo o 1 =
Ox Oy 0 0 d d
0 0 0 1 0 00 O
Pomocou rovnolahlosti Pomocou priemetne Modifikovana priemetna

Zdalo by sa, Ze uz ni¢ nebrani zobrazeniu trojrozmernych dat na obrazovku, avsak je tu jeden velky
problém. Predchadzajuce perspektivne zobrazenia nie st spravne z hl'adiska 'udského vnimania
obrazu. Cudské oko mé tendenciu zachovavat’ uhlové vzdialenosti vnimanych objektov bez ohl'adu
na natocenie oka, tieto perspektivne zobrazenia vS$ak uhly pri zmene pohl'adu nezachovavaji. Ma to
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za nasledok zvlastne zmeny tvaru objektov pri otdani pohl'adu bez zmeny polohy objektu a miesta
pohladu. Rozdiel medzi spravanim sa projekcii a vnemom l'udského oka je ukdzany na priklade:

e Na hornych dvoch obrazkoch je obraz, ktory je

podobny vnimaniu oka. Na spodnych dvoch
- je naopak obraz vytvoreny projekciou objektov
- do roviny obrazu. V strede kazdého obrazku je

e g7nadeny bod, na ktory sa orientuje pohlad.

§ . Ak si porovname dva l'avé obrazky, zistime,
¥ + - Ze medzi nimi nie je Ziadny rozdiel. Vidime,
| . ze v strede sa nachadza akysi Stvoruholnik.

b Ak vEak oto&ime pohlad vavo, objekt sa
na obraze posunie doprava. Dva pravé obrazky ukazujua, ako sa chova vnem oka a perspektivna
projekcia. Oko ma tendenciu zachovat’ rozmery a uhly objektu, aj ked’ sa nenachadza v strede
obrazu. Perspektivna transformacia viak zdeformuje rozmery telesa. Casti, ktoré sa posunuli bliZsie
ku stredu obrazu sa zmenSia, tie, ktoré sa vzdialili od stredu, sa zvécsia. Je to prave tym,
ze kazdy bod pri perspektivnej transformécii sa snazime premietnut’ do jedného bodu, no pri zmene
orientacie pohladu sa tento bod postiva, objekt sa premieta do tohto nového bodu, a preto sa jeho
tvar musi menit’. Podobnu vlastnost’ maju aj kamery, ktoré trpia tym, Ze vysledny obraz sa premieta
na rovinu, ¢o ma za nasledok zvac¢senie proporcii obrazu pri vac¢sej vzdialenosti od stredu. Cudské
oko, naopak, premieta obraz na zakrivenu sietnicu, kde sa tieto problémy vyrazne zmensuju.
Vnimanie vSak nie je len zalezZitost'ou samotného oka, ale najmi mozgu, ktory v sii€astnosti stale
takmer vObec nepozname.

Doposial’ nebol vynajdeny spdsob zobrazovania, ktory by riesil tento problém, aj ked’ niekol'ko
pokusov sa uz vyskytlo. Ako Utecha moze posluzit’ fakt, ze do 36° uhla pohl'adu je centrdlna
projekcia "vel'mi" presnd. Problém vSak vznika, ked’ sa poktsime zobrazit’ Sirokouhle obrazy.

Realistickejsi model zaloZeny na opise optiky kamery

V [Kolb1995] je uvedeny sposob, ako sa viac priblizit realite vytvorenim lepsiecho modelu
kamery. Doposial’ pouzivané modely kamery vyuzivali nulova hrubku $osovky, z nej potom
vychédzali aj vztahy pre perspektivnu transformaciu. Realnejsi model kamery je zaloZeny na opise
optiky kamery, na spdjani viacerych SoSoviek, ktoré st hrubé (maju nenulova hribku). Obraz

vytvarajici sa SoSovkou mozno opisat’ perspektivnou projekciou vztahmi x'=x - { T
' S .v [ <y TSN ,_zf+tlz+ f)
y'= -, pricom hlbka po prechode SoSovkou sa dé vyjadrit' ako z'= - ,
z+f z+ f

kde 1" je efektivna ohniskova vzdialenost’ SoSovky a ¢ je efektivna hribka SoSovky. Pomocou matice
mozeme transformaciu vyjadrit’ takto:

10 0 0
01 0 0
00 1+L L

;o r
00 ¢ 1

Této projekcia nam tiez umozni vytvorit’ efekt zvda¢Sovania a zaostrovania obrazu.
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Korekcia geometrickych vnemovych skresleni v obrazoch

Iny sposob pristupu k tomuto problému je pouzity v [Zorin1995]. Myslienka je zaloZena
na opise vnimania a na minimalizacii Strukturdlnych a nestrukturalnych skresleni obrazu.
Strukturalne skreslenia opisujii chyby projekcie, ako st napriklad prehnutia, skritenia a slu¢ky vo
vyslednom obraze, nestrukturalne zase meratel'né chyby projekcie. Samotna projekcia je vyjadrena
ako zloZenie dvoch projekcii - projekcia IT na prechodnt rovinu a zobrazenie T z tejto roviny na
rovinu obrazu.
Vyslednu projekciu P mdézeme poskladat’ napriklad z tychto dvojic

rovina

P, zobazeni: Mdzeme si vytvorit’ projekciu I1,ovin, ktord nam zobrazi
priestor do roviny a potom na vysledok aplikovat’ zobrazenie 7,ovina,
1, p T, ,.ma ktora premietne obraz z prechodnej roviny do roviny obrazu. Alebo
vytvorime projekciu I, ktord premietne priestor dovnutra gulovej
* T * plochy, ktora je spojena so zobrazenim 7y,,. T4 ndm premietne
gula gulovu plochu do roviny vysledného obrazu. Oba sposoby projekcie

su vyjadrené na opis roznych vlastnosti obrazu a jeho vzt'ahu k spravnemu vytvoreniu obrazu.
Podmienky spravnej projekcie

Podmienky vychadzaju z pozorovani vnimania obrazu ¢lovekom. Prva podmienka je, aby sa
priamky po projekcii zobrazili opét’ do priamok. Tato podmienka sa nazyva podmienkou
zakrivenia. Ak sa pozrieme na centralnu projekciu, zistime, Ze tejto podmienke vyhovuje. Ak
pouzijeme centralnu projekciu ako I ovina, potom zakrivenie vyslednej projekcie zavisi od
zakrivenia Tovine. VyZadujeme, aby zakrivenie vysledného obrazu bola ¢o najmensia. Oznaéime si
druhtt mocninu zakrivenia K(7ovina , X, ) Zobrazenia T.vina vV bode X,y(zakrivenie vychadza zo
zakrivenia Ciary v bode).

Druhé podmienka sa nazyva podmienkou priameho pohladu. Spociva v tom, Ze projekcia bodov
obrazu musi byt podobné v kazdom bode projekcii vlakna projekcie prechadzajiceho danym
bodom na rovinu kolmt na toto vldkno. Ide tu vlastne o to, aby sa obraz zobrazil rovnako na
kazdom mieste vysledného obrazu. Tuto vlastnost’ ma v ur¢itom uhlovom okoli projekcia I'g.
Preto nas zaujima velkost’ nepriamosti zobrazenia T,,,. M&Zeme preto vytvorit’ mieru nepriamosti
D(Tgua, ¢, ), kde ¢, y st siradnice na prechodnej gulovej ploche. Pre d’al’Siu pracu ju vsak
mozeme vyjadrit’ v siradniciach zobrazenia T,oin.. Dostavame potom D(Trovina , X, 3), €0 NdM
ukazuje mieru nepriamosti bodu na suradnici x, y v obraze. Tuto mieru nepriamosti si mézeme
predstavit’ ako zmenu proporcii gule premietnutej do obrazu, kde by sa mala zobrazit” ako kruh.
Rozdiel pomerov osi v zobrazenom elipsoide a ¢isla 1 by mohol charakterizovat’ mieru nepriamosti.
Predpokladame, ze ak premietneme gul'u na gul'ovu plochu, ziskame obraz disku, a ak tento
premietneme na rovinu obrazu, mali by sme dostat’ kruh.

Oznacime celkové zakrivenie K(T,oving) @ celkovi nepriamost’ D(7Toving), ktoré mozu byt napriklad
maximom zo vSetkych hodndt alebo integralom po celom obraze. Potom ndm ostava njst’ ich
minimum. Uloha sa zmeni na hl'adanie minimalizujucich funkcionalov.

minimalizaciaK (T . ) minimalizaciaD (T . )
rovina rovina

u
v

v
s podmienkou D (T u s podmienkouK (T

rovina ) rovina )

V prvom pripade ziskame minimalizujuci funkcional v(u) , v druhom p(v)

MozZeme sa zbavit' obmedzujacich podmienok tak, ze vytvorime konvexni kombinaciu K a D.

Potom sa minimalizdcia zmeni na
minimalizaciaF = A K (T +(1—=A)D(T , A€(0,1)

rovina ) rovina )
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Riesenie tychto problémov je vel'mi zlozité, preto je lepSie pouzit’ aproximéciu vysledku. Hodnoty
A sa mdzu volne pohybovat’ v danom intervale, mézu byt zvolené podl'a potreby a lisit’ sa v
kazdom bode obrazu.

Pouzitie v programe
Implementécia je pomerne jednoducha. Je zloZena z aplikovania centralnej projekcie
s 'ubovolnym stredom a transformacie vzniknutého obrazu na korigovany obraz. Predpokladdme,

7e obraz ma stred v bode (0, 0).

Druha cast’ transformacie sa da vyjadrit pomocou algoritmu:

Pre kazdy bod [i, j] obrazu vypo¢itame »=+/;/*+ ;° abodu priradime
farbu interpolovand farba ( p ' (r) f p ! (r)%) . Interpolovana

farba sa vypocita napriklad priemerovanim alebo filtrovanim.

Je potrebné vyjadrit’ inverznt funkciu k funkeii p. TG mézeme vyjadrit’ napriklad pomocou
dvoch interpolacii - geometrickej a linedrne;j.

Geometricka interpoldcia

Pre geometrickt interpolaciu plati vztah

pl(r)=tg(2—/\)arctg(tg (arctg (2]_32\) ) %) ,

kde R je konStanta zvédcSenia.

Ak vyZadujeme, aby A bola rozna v obraze, napriklad aby zavisela od uhla ¢, musime vypocitat’
inverznu funkciu k funkcii
arctg r )
E\ 5 </
( 2-2A(e)

«(35300)

p(r)=

Linedrna interpoldcia

Pre linedrnu interpolaciu plati vztah

)R(m—l)
r(\/ﬁ—l)

Hodnotu inverznej funkcie méZeme vyjadrit’ pomocou zvolenej numerickej metddy.

p(r):A%+(1—?\

Pri vyzadovanej zavislosti A na ¢ sa vyraz zmeni na
R(Nr+1-1)

F)=A(p)—=+(1—2A
p(r)=A(d) 2+ <¢))r(\/ﬁ—1)

Vypocet je vSak vel'mi komplikovany, preto je lepSie vyuzit’ geometricku interpolaciu.
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Viditel'na oblast’

Centralna a uibeznikova projekcia v priestore vymedzia oblast’, ktora je viditeI'na. Ked’ze
viditeI'na oblast’ ma v rovine xz ako i v rovine yz tvar neuzavretého trojuholnika, v priestore
nadobuda tvar neuzavretého Stvorbokého ihlanu. Vsetky
body, ktoré patria do jeho vnutra, budu po projekcii lezat’ vo
vnutri obrazu. Pri takejto viditeI'nej oblasti vSak nastane
problém pri vypocte perspektivnej projekcie pri bodoch, ktoré
su prili§ blizko stredu premietania (Ubezniku). Vtedy by pri
deleni hlbkou mohla nastat’ chyba vypoctu pre prilis velky
vysledok, ktory sa nezmesti do reprezentacie ¢isel. Preto sa
7 zvykne pridat’ blizko stredu premietania rovina, ktora je
kolma na os z vo vzdialenosti Zmi». Tato rovina budeurcovat’
minimalnu moznu z-ovu suradnicu bodu, ktory bude este

Zin vidite'ny. Z podobnych pohnutok sa zvykne pridadvat’ d’al’Sia
rovina kolma na os z do vzdialenosti Zu.. Jej ulohou je
urcovat’ najvacsiu moznu siradnicu z viditeI'nych bodov. Jej
pridanie je vhodné kvoli chybovosti numerickych vypoctov,

ktoré sa zvyknu silne prejavit’ pri vyssich hodnotach, a taktiez kvoli obmedzeniu vidite'ného
priestoru kvoli Setreniu pamidtou. Druhy aspekt je vyuzivany vtedy, ked’ sa zobrazuje rozl’'ahly
priestor s velkym poctom objektov, ktory je v§ak rozdeleny na urcité Casti. Potom staci udrzovat’
informdcie iba o objektoch, ktoré sa nachadzaju vnutri a v bezprostrednom okoli aktuélnej Casti
priestoru. Kvoli tomu sa zvykne obmedzit’ dosah pohl'adu na minimalny rozmer tejto ¢asti.

Z.obrazenie na obrazovke

Stradnice ziskané po perspektivnom premietani nemozZeme priamo pouZit’ na vykresl'ovanie
na obrazovku. Vysledny obraz ma sice rozmery totozné s velkostou obrazovky, avSak ak by sme sa
pokusili vykreslit’ body, zistili by sme, Ze obraz je na obrazovke "hore nohami". Stvisi to s tym,
ze pri vsetkych predoslych vzt'ahoch os y rastla odspodu nahor, zatial' ¢o na obrazovke to byva
zvacsa naopak. VyrieSime to tak, Ze od zvislého rozliSenia obrazovky odpocitame y-ovu stradnicu
bodu, ¢im dostaneme novu stradnicu y, ktord bude spravne orientovana. Ak v je zvisly rozmer
(rozliSenie) obrazovky, potom nova suradnica y bude mat’ tvar y=v—y' ,kdey'je y-ova
suradnica bodu, ziskana po perspektivnej transformacii. Tento vzt'ah v§ak mdézeme vclenit’ priamo
do matice projekcie, a to tak, ze zinvertujeme prvok, ktory urcuje velkost’ y-ovej stradnice. Pri
centralnej projekcii by sme dostali maticu

k 0 0 0

10 =7 0 0
Te= r.or, 1 1
0O 0 00
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Vykresl'ovanie mnohouholnikov

Vel'mi délezitou sucast'ou programov pre zobrazovanie trojrozmernych objektov je
vykresl'ovanie mnohouholnikov. Zvicsa ide o ¢asovo najnarocnejsiu ¢innost’, preto sa hl'adaju
spdsoby ako o najrychlejsie vykresl'ovat’ mnohouholniky a zaroven ako vykresl'ovat len tie, ktoré
s skutocne vidite'né. Taktiez sa hl'adaju sposoby, ako obmedzit’ vzdjomné prekryvanie
mnohouholnikov a opdtovné prekresl'ovania uz zakreslenej oblasti.

Casto pouzivany a efektivny spdsob vykresl'ovania mnohouholnikov je zaloZeny na rozklade
mnohouholnika na riadky. Mnohouholnik prechadzame po jednotlivych riadkoch, zistime si
zaciatocny a koncovy bod riadku a v vykreslime vodorovnu ¢iaru medzi tymito bodmi. To, Ze je
tento sposob vel'mi rychly spociva v tom, Ze video pamit’ pocitaca je zvdcSa organizovana po
riadkoch. Znamena to, Ze dve nasledujice adresy vo video pamiti ukazuju na dva body v susednych
stlpcoch v tom istom riadku (pokial’ nie je jeden na konci jedného a druhy na zaciatku druhého
riadku) a vykresl'ovanie riadku mo6Zeme nahradit’ jednou inStrukciou zapisujucou viacero bytov do
pamiiti.

VykresPovanie mnohouholnika riadkovym rozkladom

Néjdeme bod v mnohouholniku, ktory je najvyssie (na obrazovke mé minimalnu y-ovu
suradnicu) a dva jeho susedné body, jeden I'avy a jeden pravy. Dostavame dve usecky - lavu a
pravu. Vypocitame rozdiel x-ovej siradnice pri zmene o jeden riadok v oboch useckach (su to
hodnoty, ktoré v kazdom riadku budeme pripocitavat’ ku x-ovej suradnici l'avého (zaciatocného) a
pravého (koncového) bodu). V riadku vykreslime vodorovnu ¢iaru medzi tymito dvomi bodmi a
posunieme sa na d’al’$i riadok. Ku bodom potom pripocitame rozdiely x-ovej suradnice. Ak sme sa
dostali na koniec jednej z dvoch tseciek, zoberieme d’al'Sieho suseda koncového bodu tsecky, ¢im
dostaneme novu, nadvézujucu usecku. Taktiez pre niu vypocitame rozdiel x-ovej suradnice pri
zmene o jeden riadok. Toto vSetko opakujeme, kym nevykreslime posledny riadok mnohouholnika.

Algoritmus

Algoritmus vyZaduje, aby sa v zozname bodov mnohouholnika vedla seba nachadzali navzajom
susedné body. Toto je mozné dosiahnut’ iba tak, Ze body mnohouholnika usporiadame v smere
alebo proti smeru hodinovych rué¢i¢iek. Body si ozna¢ime ako B;, i=0..n—1 | kde n je pocet
bodov mnohouholnika a maja tvar B = (x, y, V), kde V' st nejaké d’al’Sie vlastnosti bodu.

min
B ¥

B 1. Ngjdeme index ymin vrchola, ktory ma minimélnu hodnotu
0

! suradnice y. Najdeme index xmin vrchola s najmensou

a index xmax vrchola s najvacSou hodnotou suradnice x.

5 2 Pomocou tychto troch vrcholov zistime najskor, ¢i st body

usporiadané v smere alebo proti smeru hodinovych ruciciek,

B a potom zistime, ktory susedny vrchol mame zobrat’, aby sme
3 mohli vytvorit’ lavu a pravu hraniénl usecku, vychadzajicu

z vrchola Bymin. Zistime to tak, ze ak vrcholova vzdialenost’
(vzdialenost medzi bodmi v poli so zvacSujicim sa indexom)
medzi bodmi B,in @ Bmin j€ vacSia ako vzdialenost’ medzi

B nax @ Bymin, potom st body v zozname usporiadané v smere
hodinovych ruciciek, inak st usporiadant proti smeru. Ak st
usporiadané v smere hodinovych ruciciek, potom pravy
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susedny bod je B ymin+ 1y 2 'avy Byymin- 1y ([ i ] je operacia, ktora urcuje index v poli tak, aby bol vzdy
v rozmedzi 0..n-1, [ i ] =i mod n). Ak st body usporiadané proti smeru hodinovych ruciciek, pravy
susedny bod je B ymin- 1y @ 'avy Bjymin+ 1. Vrcholova vzdialenost je pocet vrcholov, ktoré lezia medzi
dvomi vrcholmi, av§ak nie najmensia, ale cyklicky v smere zvac¢Sujiceho sa indexu v poli bodov.
Vytvorime si premennu smer, ktora ndm bude urcovat’ smer pohybu po vrcholoch v poli, aby tento
pohyb bol v smere hodinovych ruci¢iek (bude 7, ak body su zoradené v smere hodinovych ruciciek,
-1 ak proti smeru). Dalej si vytvorime $tyri premenné, I, I, p* a p*, ktoré budu uréovat’ indexy
zaCiato¢nych a koncovych bodov l'avej a pravej usecky. Na zaciatku priradime 1* = p* = ymin, I =
xmin a p* = xmax. Priddme eSte premenn y, ktora v sebe obsahuje ¢islo aktualneho riadku, y =

B[ ymin]—y (y ddme rovné y-ovej stradnici bodu s miniméalnou stradnicou y). Najdeme este
Vmar, Maximalnu y-ova siradnicu bodu.

k z k z
—Xx — — D -
2. Vypocitame "= B[lk] al B[lz] ~ a pi= B[pk] al B[pz] al , ktoré ndm hovoria,
B[I'|>y—B[I|>y Blp'|->y—B[p|-y }
o kol’ko sa meni x-ova stradnica l'avej a pravej usecky pri posune na d’al’$i riadok. Dalej
vytvorime premenné x' a x?, ktoré budu uréovat’ l'avy a pravy okraj mnohouholnika v y-tom

riadku ( x'=B[I']—»x a x"=B[p’]—-x ).

3.Vykreslime vodorovnu ¢iaru v riadku y od bodu x' po bod xP a priradime x' = x'+19a xP = x? + I°,
Ak y=B[l]—y ,znamena to, Ze sme sa dostali na koniec I'avej usecky a musime néjst’ jej
nové koncové vrcholy. Zacdiato¢ny bod novej isecky je totozny s koncovym bodom predosle;j
usecky, I* = I*. Musime si v8ak dat’ pozor, aby sme nevybrali dva vrcholy s rovnakou y-ovou
suradnicou, pretoze by sme pri zist'ovani 1 delili nulou. Tomuto sa vyhneme, pokial’ sa budeme
pohybovat’ dol'ava dovtedy, kym nenatrafime na vrcholy s r6znou y-ovou suradnicou (lavy
susedny vrchol ma index [1* - smer], pravy [p* + smer] ). Podobne postupujeme aj vtedy, ak sme
sa dostali na koniec pravej usecky. Pre novt tsecku opdt’ vypo&itame 14 alebo p®. Zvysime y o 1.
Tento krok opakujeme dovtedy, kym ys<y

max
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Orezavanie mnohouholnikov

Pri zobrazovani mnohouholnikov sa stava, Ze samotny mnohouholnik vyénieva z viditel'nej
oblasti. Preto je nutné zmenit’ tvar mnohouholnika tak, aby opisoval iba jeho Cast’, ktora zasahuje
do viditelnej oblasti.

Pri orezdvani mnohouholnikov mdézeme postupovat’ tak,

ze mnohouholnik postupne orezavame s kazdou rovinou,
ktora ohranicuje viditeI'nu oblast’. Toto by vSak bolo dost’
pracné pri orezavani voci l'avej, pravej, dolnej a hornej rovine,
pretoZe tieto nie si rovnobezné so suradnicovymi osami.
Preto moZeme vyuzit’ tu skuto¢nost’, Ze po perspektivnej
transformacii sa vidite'na oblast’ transformuje z tvaru

v zrezaného ihlana na tvar kvadra. Avsak pred perspektivnou
transformaciou musime zaistit’, aby sa v mnohouholniku
vyskytovali iba body, ktorych z-ova suradnica lezi medzi
prednou a zadnou rovinou. Preto orezavanie mozZeme rozdelit’
na dve Casti. Prva spo¢iva v orezani mnohouholnika v
povodnom priestore vzhl'adom na stradnicu z. Druha Cast’ sa
vykondva po perspektivnej projekcii a mnohouholnik sa
orezava vzhl'adom na okraje obrazovky (suradnice x’a y").

HIbkové orezavanie

Prvé orezavanie spociva v ndjdeni okrajovych tseciek mnohouholnika, ktorych jeden bod sa
nachadza nad a druhy pod prednou (zadnou) rovinou. Ak takuto usecku najdeme, potom ju moéZeme
rozdelit’ na dve usecky, pretoze do mnohouholnika priddme medzi dva krajné body useciek novy
bod, ktory je priese¢nikom deliacej roviny a usecky. Toto budeme vykonavat’ dovtedy, pokial’
nenajdeme vietky takéto body. Potom jednoducho vietky body, ktoré st svojou hibkou mimo

viditelnej oblasti z mnohouholnika vyberieme. Ak A=(4,,4,,4.) jeprvya
B=(B_.B B .) druhy krajny bod tsecky, z, je vzdialenost’ deliacej roviny od pociatku, potom
suradnice priesecnika P zistime ako

z —A
P=A+——=(B—A)
BZ_AZ

(Predpokladdme, Ze mnohouholnik je popisany vzajomne susediacimi bodmi)

B

D

MoéZeme si v§imnut, zZe z pdvodného mnohouholnika ABCDE vznikol mnohouholnik FGHECh.
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Orezavanie po perspektivnej transformdcii

Perspektivnou transforméciou dosiahneme to, Ze body, ktoré maju lezat’ vo viditel'nej oblasti
maju teraz suradnice v rozmedzi 0..ry a 0..ry, kde r, je Sirka a ry je vySka obrazu. Potom mo6Zeme
postupovat’ takmer uplne zhodne s predchadzajucim postupom, avSak ak aj po perspektivnej
transformacii potrebujeme vyjadrit hibku bodu (napriklad pri pouziti pamiti hibok), nemézeme ju
vyjadrit’ jednoducho ako pri predoslom orezavani, pretoze perspektivnou transformaciou sa straca
linearita hibky.

. . . 7 . r W 1 . r1: 7 A v b}
Pri opise pamati hlbok je uvedené, Ze — sa v tomto priestore chova linearne, a teda mdze byt

z
vyuzité pri zistovani hibky prieseénika. Ak méme dva premietnuté body 4'=(4.", 4 ', 4)
a B'=(B',B',B) a usetka AB pretina napriklad priamku x' = r , potom suradnice
prieseénika P'=(P.", P ', P ) mdzeme vyjadrit ako

PX'—r
r—A"'
P'=A '+ “—(B,'— A"
y ’_A 4 y y
B.A(B'—A")
P — z z X X
* B.(B'—A')+(A—B)(r—4)

Podobné vztahy platia aj pre orezavanie vzhl'adom na stradnicu y’.

Pri orezdvani postupujeme podobne ako pri predoslom orezévani. Najskor orezdvame podla jedne;j
7o stradnic a aZ po nej podla druhej. Na konci by sme mali dostat’ mnohouholnik, ktorého vrcholy
urcite lezia vo viditeI'nej oblasti a ktory na obrazovke zabera spravny vyrez.

Al Al Al
3 'E E
B B 1
D D ?
| G F G F
o C . 0 : 0 .
A A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, H . K
E K E Y E
,,,,,,, G  JF - G- JF O G /IF
J I
C
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Tienovanie

Ak chceme, aby sa obraz objektu aspon trochu priblizoval skuto¢nosti, nemali by sme zabudnut’
na svetlo a jeho premeny, ktoré vytvara na povrchu objektu. Mézeme si vSimnut’, ze priamo
osvetlena strana telesa je svetlejSia ako té, ktora je SikmejSie oto¢end voci svetlu, ¢i ako t4, ktora nie
je osvetlend vobec. Tieniovanie je spdsob, ako sa priblizit zmenam intenzity svetla na povrchu
objektu. Nejde vSak o vrhanie tiefiov na iné objekty, len o spravanie sa svetla na povrchu telesa,
akoby okolo neboli ziadne iné objekty.

NajcastejSie sa mozno stretnit’ s tymito spdsobmi tieflovania (vo vSetkych sa pracuje s ploSnym
svetlom):

1. Plosné tienovanie
2. Linedrna interpoldcia farby
3. Interpoldcia normaly

Plosné tieriovanie

Zalozené je na vypocte intenzity farby pre celti plochu mnohouholnika. Tuto intenzitu ziskame
tak, ze zistime, aky uhol zviera normala roviny mnohouholnika s vektorom osvetlenia.

Ak plocha mnohouholnika ma normélu N a svetlo sa §iri v
smere urc¢enom vektorom § a tieto vektory majt jednotkovu
dizku, potom uhol, ktory zvieraju, vyuzijeme na zistenie
intenzity svetla. Ked'’ze N -S=cos & ,kde a je uhol tychto
vektorov, vyuZzijeme to, Ze hodnoty cos o su v intervale
(=1,1) , pri¢om mensie ako 0 st pri o v intervale

272
viditeI'nej strany, potom /N -S$=<0 a absolutnu hodnotu tohto

stucinu moZeme pouZit’ ako intenzitu svetla na povrchu mnohouholnika. Vyplyva to z toho, Ze

|IN-S|€(0,1) aztoho,ze |N-S|=1 vtedy, ked normala roviny smeruje presne oproti
svetlu. Plocha je potom kolmo orientovana na dopadajtce svetlo a intuitivne sa d4 predpokladat’, Ze
prave vtedy by mala byt intenzita osvetlenia plochy najvyssia. Podobne, |N -S|=0 vtedy, ked
svetlo je kolmé na normélu roviny, potom neosvetl'uje rovinu vobec, ked’Ze je s ilou rovnobezné.
Ak svetlo osvetl'uje plochu iba z neviditel'nej strany, potom pre vidite'na stranu mézeme zvolit’
intenzitu rovnu 0. Mnohokrat v§ak chceme, aby intenzita svetla aj na neosvetlenej rovine bola
nenulova. Ak sa poobzerame okolo seba, zistime, ze predmety st osvetlené aj na stranach, ktoré st
ovratené od svetla. Tie, ktoré su privratené, maja vyssiu intenzitu svetla, ktora sa meni podla
polohy oproti svetlu, tie, ktoré su odvratené majl intenzitu podobnu (méZeme ju brat’ ako rovnaku).
Ak si zvolime minimalnu hodnotu intenzity ... , potom vypocet intenzity svetla I daného vektorom
§ pre rovinu mnohouhlnika s normalou N m6Zeme vyjadrit’ ako

3
(E _17) + 2kt ,k€Z . Ak svetlo osvetl'uje plochu z

7= |N'S|*(1_1mm)+1mm N-§=<0
N-§5>0

min

Vyslednu farbu F mnohouholnika v linearnych farebnych modeloch vypocitame prenasobenim
povodnej farby mnohouholnika f'intenzitou farby I, F = f1
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Linedrna interpoldcia farby

Predchédzajuici sposob tiefiovania prirad’'oval celej ploche rovnaku farbu. Linedrna interpolacia
farby nenechava celt plochu rovnakej farby, ale sa snazi interpolovat’ farbu vnutri plochy. Opit’ sa
predpoklada, Ze cely mnohouholnik je jednofarebny. Postup spociva v tom, Ze sa vyjadria intenzity
farby v krajnych bodoch mnohouholnika, vypo¢itaja sa v nich farby (farba mnohouholnika krat
intenzita svetla v bode) a mnohouholnik sa vykresl'uje s interpolovanymi farbami vo vnutri
mnohouholnika.

KIicovym v tomto sposobe tieniovania je zistenie intenzity farby

v krajnych bodoch mnohouholnika. Pre jej zistenie sa najviac

vyuziva priemer z normal rovin mnohouholnikov, do ktorych dany

bod patri. Pre dany bod sa vyberti mnohouholiky, do ktorych patri,

e sCitaju sa ich normaly, podelia sa ich po¢tom, vysledny vektor sa

znormalizuje a priradi bodu. Intenzita farby a farba bodu sa vypocita
/ % : rovnako ako pri plosnom tiefiovani. (na obrazku su normaly rovin

oznacené vel'kymi $ipkami, vrcholov malymi).

Nakoniec ziskavame farbu kazdého bodu. Dal§im problémom je sposob vykreslovania
mnohouholnika. Ak vyuZijeme kreslenie mnohouholnika riadkovym rozkladom, potom dostaneme
nielen zaciato¢nu x, a koncovu xi suradnicu v riadku, ale taktiez aj za¢iato¢nu f, a koncovu fi farbu
v riadku. Ako teda prejst’ od jednej farby k druhej ? Linearna interpolacia farby je zaloZena na tom,
ze ku vSetkym zlozkdm zaciatoenej farby pripocitava postupne urciti konStantu tak, aby sa na konci
7= 7.0
- Xp~ X2
Potom pre zlozky zatiato¢nej farby plati f (i) = f_(i)+0 d (i)=f (i) , pre zlozky koncovej
fi)=f.(D)+(x,—x_)d (i)=f_(i)+ f, (i) = f_(i)= f, (i) . Algoritmus vykresl'ovania
vodorovnej ¢iary mnohouholnika teda mézeme vyjadrit’ takto:

riadku z nej stala koncova farba. Pre i-tu zlozku farby bude tato konstanta d (i)

1. Vypocitanie hodnot dq(i) pre kazdua zlozku farby, nastavenie hodnoty
zloziek aktudlnej farby f(i) na f(i). Aktudlna pozicia x bude x, .
2. Vykreslenie bodu s farbou f. Pripocitanie rozdielov zloziek d«(i)
ku zlozkam f(i). Pokial’ x je mensie alebo rovné xi , opakujeme vykresl'ovanie.

Pri vykresl'ovani mnohouholnika je eSte potrebné, aby sa pre kazdu okrajova secku vypocitala
zmena farby pri posune o jeden riadok, a tato sa kazdy riadok pripocitavala ku aktualne;j farbe
(ekvivalent ku zmene x-ovej suradnice na jeden riadok).

Ak pouzivame farebnu paletu, potom miesto zlozZiek farby pouZzijeme indexy farieb. Avsak paleta
musi byt’ pripravend na pouzitie pri tienovani (musi byt rozdelené do stvislych blokov postupne
klesajucich alebo stliipajucich odtiefiov zakladnych farieb - napriklad za sebou nasledujucich 25
odtieniov Cervene;...).

Nevyhoda tohto spdsobu tiefiovania spoc¢iva v tom, Ze farba na ploche nemdéze nikdy zvysit’ svoju
intenzitu, pretoze je viazana na pociatocnu a koncovu farbu a pohybuje sa len v intervale medzi
tymito dvomi farbami. Ak vSak na jednom konci tsecky je uhol medzi normélou plochy a svetlom
mensi ako 180 stupoov a na druhom V&csi, intenzita bude na oboch koncoch mensia ako maximalna
a farba medzi tymito bodmi bude mat’ intenzitu medzi nimi, aj ked’ v tomto pripade by sme mohli
prepokladat’, Ze intenzita bude chvil'ku rast, a potom klesat’.
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Interpoldcia normadly

Tento nedostatok sa snazi odstranit’ tielovanie pomocou interpolacie normal. Miesto zloZiek
farby medzi dvomi bodmi sa snazime interpolovat’ zlozky normalovych vektorov. Normélové
vektory v bodoch vypocitame rovnako ako pri linearnej interpolacii farieb. Na interpolaciu
normalového vektoru v riadku mdézeme pouzit’ linearnu interpolaciu. Potom pri kresleni
mnohouholnika budeme pripocitavat’ ku pociatocnej normale vektor prirastkov normaly, ktory je
zvoleny tak, aby sme na konci riadku dostali koncovy normalovy vektor. Ak M je pociatocna
M—-N
X=X,
Postupujeme potom podobne ako pri linearnej interpolacii farby s tym rozdielom, Ze pri
vykresl'ovani bodu vypocitame intenzitu a pomocou nej a farby mnohouholnika vypocitame farbu v
danom bode. Linearna interpoldcia normadly je sice pomerne rychla, avSak dost nepresnd, pretoze
vel'kost’ normalového vektora vnutri plochy uz nemusi byt’ jednotkova. Preto sa pouziva
modifikacia linedrnej interpolacie intenzity, kde sa pri vypocte intenzity normalovy vektor
znormuje a takto sa pouZije na jej vypocet.

normala a N je koncova normala v riadku, vektor prirastkov d vypoc¢itame ako d =

Pri pouzivani tiefiovania pomocou interpolécii farby a normaly si treba uvedomit’, Ze objekt,
ktory sa snazime tiefiovat’ musi byt’ rozlozeny na vzajomne suvisiace Casti z hl'adiska tiefiovania,
inak sa stane, Ze pri vypocitavani normaly v bode zahrnieme do vypoctu aj normaly ploch,
ktoré nemaju ziaden suvis s tienovanim. Napriklad pri tiefiovani valca, ktoré by sme pouzili kvoli
okruhlemu obalu, by sa nam do vypoc¢tu normal zamiesali aj obe podstavy, ¢o vSak pre dané
tieniovanie nema Ziaden zmysel, ked’Ze tieto plochy nemaju priamy suvis s intenzitou svetla na
obale.

©OOe e

Plosné tienovanie Linedrna interpoldcia farby Interpoldcia normaly
(Lambertovo tiefiovanie) (Gouraudovo tienovanie) (Phongovo tiefiovanie)
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Struktura povrchu

Casti telies, zlozené z mnohouholnikov vykreslovanych jednou farbou alebo jednofarebne
tienovanych nevyzeraju vel'akrat realne. Ak sa pozrieme na 'ubovol'ny predmet, u drvivej vac¢siny
mdzeme pozorovat’ na ich povrchu nejaku farebn Struktiru. Preto sa namiesto tieiovania
alebo v spojeni s nim priradi mnohouholniku obrazok struktiry jeho povrchu (textiru). Dosiahne sa
tym niekedy realistickej$i vyzor telesa, ale pribudne aj niekol’ko vacsich problémov.

B Ako priradit’ strukturu mnohouholniku ?

Kazdému bodu mnohouholnika mézeme
priradit’ bod, ktory lezi v §truktire povrchu.
Na l'avom obrézku je nakresleny mnohouholnik
ABCD, ku ktorého bodom su v Struktare
napravo priradené Styri body. Bez ohl'adu na to,
D aky tvar alebo sklon nadobuda mnohouholnik,
body v Struktire su pevne priradené bodom
mnohouholnika. Priradenie by malo byt také, aby body v Strukture opisovali otoceny, zvicSeny,
pozdlz osi natiahnuty, posunuty alebo stredovo simerny obraz mnohouholnika pri pohl'ade na
rovinu v priestore, kde lezi mnohouholnik. Tymto docielime, aby sa kazdy bod $truktiry premietol
v rovnakom tvare a vel'kosti na mnohouholnik. Samozrejme, ni¢ nam nebrani, aby sme priradili
body 'ubovolne, avSak potom neméme zarucené, Ze sa ndm obraz nebude menit’ v zavislosti
napriklad od nato¢enia mnohouholnika, ¢o povicsinou nechceme. Na obrazkoch st ukazané
spravne a nespravne priradenia bodov (vl'avo od Sipky je mnohouholnik, vpravo st priradenia
bodov v Strukture).

A B

F C
(o>

E D

Kazdému bodu B;=(B,, B, ,B,_) mnohouholnika priradime tedabod K,=(K, . K ) v
Struktire.

Ako potom vykresl'ovat’ mnohouholnik ? Toto vykresl'ovanie je zalozené na vypocte siradnic
bodov Struktury, ktoré lezia vo vnutri mnohouholniku. Tento vypocet je tiez nazyvany mapovanie.

Rovinné mapovanie Struktury

Toto mapovanie je len modifikdciou linearnej interpolacii, ktora bola pouzita napriklad
interpolécii farby pri tienovani. Podobne ako farba, linedrne sa interpoluju stiradnice x; sa y,
v §truktire. Pre kazdu krajnu tsecku vypocitame rozdiel x-ovej a y-ovej siradnice v Struktire
pri zmene jedného riadku v obraze. Samotné vykresl'ovanie riadku zmenime tak, ze vypocitame
zmenu tychto suradnic na jeden stipec obrazu. Ak po&iatoény a koncovy bod krajnej Gsecky je
A=(4,,4,) a B=(B,,B)) ,knim priradeny bod v §trukture je K=(K_,K ) a
L=(L, L)) ,potom vektor zmeny stradnic v jednom riadku vypocitame ako

 K-L

d_—
B — 4
y v
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Podobne by sme dostali zmenu suradnic pri prechode na d’al’si stlpec obrazu. AK Xmin @ Xmax boli
minimalna a maximalna suradnica x v riadku, potom zmena v stradnic jednom stlpci by bola

K—-L
d=

X —X .
max min

Vysledok pouzijeme tak, Ze pri kazdom kroku pripoc¢itavame ku x-ovej a y-ovej suradnici
v §trukture rozdiel tychto suradnic v jednom riadku.

Problémom tohto mapovania je, Ze predpoklada rovnaku hibku vietkych bodov. Preto nie je
vhodné na zobrazovanie pri perspektivnom premietani.

Perspektivne mapovanie Struktury

Pri perspektivnom zobrazovani sa meni linearna zavislost’ odchyliek stradnic v Struktire
od polohy vykresl'ovaného bodu v obraze. Preto hlavnym prostriedkom ku spradvnemu vykresleniu
je zistenie vztahov medzi susednymi bodmi v obraze a ich priradenym hodnotdm v §trukture.

Oznacime si dva koncové body use¢ky mnohouholnika v priestore ako 4=(x, y, z)

a B=(x,,y,.z,) ,knim prisluachajuce body v struktare K=(k .k ) a L=(I/1) ,rozdiely

A=B—A a Ak=L—K .Presuradnice v priestore dvoch vedl'ajsich bodov P, R (leziacich na
Gisetke AB) na obrazovke (o jeden stipec obrazu dalej) plati P=A+g A a R=A+g,A |

 x—x'z _ox—(x'+1)z . ) )

kde gl_—x’Az—Ax a g,= 't 1)Az—Ax a x'je x-ova suradnica bodu P v obraze
(podrobnejsie je to ukazané pri popise pamiiti hibok). Vieme uZ vyjadrit’ polohu dvoch susednych
bodov na obrazovke v priestore. Ako sa vSak budu v tychto dvoch bodoch menit’ siradnice
v §trukture ? Bude to zrejme rovnako ako suradnice tychto dvoch bodov (K +g(x')A) . To viak

je vel'mi neprijemnd zavislost’, ked’ze g zavisi od x".

Skusme sa teraz pozriet’ len na x-ove suradnice v Struktire. V bode P

jesuradnica k '=k +g Ak ,vbodeRzase k ''=k +g,Ak

k‘c ’ kx r’
X ’ a

Pozrime sa vSak na pomery

— . MdZeme vyjadrit, Ze
z
ziy_x'(kxA_ZAkx)_'_XAkx_kxAx ,atieiaj

z e

! z xAz—zAx

k' x'"(k A—zAk )+k (Az—Ax)+Ak (x—z)
ef_z”_ xAz—zAx

. Ak sa pozrieme na e;-¢;, zistime,

7e e,—e =————— ]e konStantny vyraz. Preto ho m6Zeme ho pouZit na zistenie stiradnic x a

y v Struktire tak, Ze ho budeme linearne interpolovat’ popri tsecke. Vykresl'ovanie mnohouholnika
sa zmeni v tom, Ze budeme pocitat’ miesto zmien stradnic x a y v Strukture pri prechode o jeden

' , k k , .
riadok alebo stlpec zmenu pomerov. — a — . Pri vykresl'ovani riadku zaéneme od
z z
zaciatocného pomeru a postupnym pripocitavanim zmeny sa dostaneme az po koncovy pomer v
riadku. Ak budeme potrebovat’ pri vykresl'ovani bodu zistit’ presni suradnicu v $truktuare, staci tento

pomer prendsobit’ siradnicou z suc¢asné¢ho bodu.
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Pamit hibok

Pamit’ hibok je velmi prirodzeny prostriedok na dosiahnutie spravnej viditelnosti objektov
priestoru. Spociva v tom, ze pre kazdy bod vykresl'ovaného mnohouholnika vypocitavame okrem
suradnic na obrazovke aj informacie o vzdialenosti (hibke) tohto bodu. Na odkladanie tejto
informacie sluzi pole hlbok, ktoré mé rovnaké rozmery ako obrazovka. Zistovanie viditelnosti je
zaloZené na tom, Ze vypocitana hlbka daného bodu sa porovna s hodnotou v poli hlbok na pozicii
daného bodu, a pokial’ je hlbka tohto bodu mensia ako hodnota pol'a, bod sa vykresli a pol'u sa
priradi hibka tohto bodu. Pokial’ hodnota bodu je vé&sia, bod sa jednoducho ignoruje a pokracuje sa
d’al’sim bodom. Tymto spésobom je zarucené, Ze objekty priestoru buda vykreslené spravne.

Algoritmus vykreslovania

1. Vyplnenie pola hibok najvi¢sou moznou hodnotou (hibkou).

2. V kaZdom mnohouholniku, ktory sa ma vykresl'ovat’, vypocitavame
vnutorné body aj s hlbkami. Ak hlbka bodu je menSia ako hodnota v poli
hlbok, bod sa vykresli a jeho hlbka nahradi doterajsiu hlbku v poli.

Vypocet hibky

Hibku bodu (stradnicu z) mame dant pre vietky krajné body mnohouholnika. Pri vykresFovani
mnohouholnika viak potrebujeme zistit, ak( hibku maji aj vietky ostatné body tohto Gtvaru. Ak
mame dva body mnohouholnika - A=(x,y,z) a B=(x,,y,.z,) , usetka medzi nimi ma
rozmery ab=(Ax,Ay,Az)=(x,—x,y,—»y,z,—z) . Potom mbézme vyjadrit akykolvek bod
na tejto tsetke ako C=uab,uc{0;1) . Ak vykreslujeme mnohouholnik pomocou kreslenia
vodorovnych ¢iar, tak nds zaujima hodnota rozdielu suradnice z medzi dvomi nasledujicimi bodmi
v riadku - x’ a x"+1. Potom vykresl'ovanie vodorovnej ¢iary mnohouholnika moze byt’ vyjadrené
takto (viaZe sa na klasické vykresl'ovanie mnohouholnika rozkladom na riadky):

1. Vypogitanie dizky riadku dr = x; - x. a rozdielu medzi pociato¢nou hibkou
v riadku a konecnou, zr = z; - z.. Zmena hlbky v jednom bode riadku bude

zr ,
potom dz= o Nastavime x =x.az =z..
r

2. Pokial’ aktualna suradnica x je menSia alebo rovna x; , pozrieme sa do pola
hibok na terajsie suradnice x,y a ak pole[x,y] je vacsie ako sucasna hibka z,
potom pole[x,y] = z a vykreslime bod.

3. x=x+1, z=z+dz a vratime sa na 2.

 Zdalo by sa, ze vSetko je v poriadku. AvSak nemusi to byt’ celkom tak. Tento spdsob prace s
hlbkou by bol funknény v zavislosti od zvoleného premietania. Pri rovnobeZznom premietani by
vetko fungovalo spravne, no napriklad pri centralnej projekeii (perspektive) by to robilo s obrazom
akési divné veci. V ¢om je problém ? Hlbka pri perspektivnom premietani nerastie linearne. Potom
nema zmysel poéitat’ hibku z predoslého bodu pripocitavanim konStanty dz. Co vsak potom robit’ ?
Ak nerastie linearne, je treba pocitat hlbku pomocou nejakého nelinedrneho a vypoctovo
dlhotrvajuceho vztahu ? Nastastie, centralna projekcia mé inGi uzito¢n( vlastnost, ktora nielenze
nespomali vypocet hlbky, ale umozni aj to, Ze nebude potrebné vymazavat’ pole hlbok pre kazdy
obraz, ale len po ich ur¢itom pocte.
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Vypocet hibky pri perspektiviom zobrazeni

Ak si opdt’ oznac¢ime koncové body usecky ako A4 a B a vektor medzi nimi oznac¢ime ab,
potom l'ubovolny bod na tsecke mdézeme vyjadrit’ ako A + u ab. Vzt'ahy pre vypocet x'-ovej
a y'-ovej suradnice v obraze sa pri centralnej projekcii takmer zhoduju, preto dalej budeme
vyjadrovat’ iba suradnicu x’. Ak si zo vzt'ahu pre x'-ovu suradnicu v centralnej projekcii vyberieme

B a L < . X
Z. iba cCast, ktord nie je konStantna - x'=— ,

‘ ‘ z
ya | 3 4 potom x'-ovu suradnicu l'ubovol'ného bodu na

: : : usecke A4 + wu ab mozeme vyjadrit ako
_xt+ulx

z+ulz

!

,u€(0,1) . Zaujima nas, aky

| .B vztah je medzi hibkami dvoch susednych bodov
R R PR TR TEREE v riadku obrazu (x' a x+I). Ak si z
‘ X predchadzajuceho vzt'ahu vyjadrime

x—x'z y x—(x'—i-l)z e . d‘t’hibk rchto bod
U=— = :

x—x'z xAz—zAx
ZI=Z+ulAz=Z+ , z= ;

x'Az—Ax x'Az—Ax

x—(x'+1)z xXAz—zAx
z,=ztu,Az=z+_— z=—
(x"+1)Az—Ax (x'"+1)Az—Ax

Je jasné, Ze z, - z; urCite nie je konStanta (pretoze v menovateli je premenna x’). No ak sa lepSie

11 Az )
ozrieme, zistime, ze — — —=————— uz konStantou je. Z toho nam vyplyva, ze — sa
p i i z, z xAz—zAx J ypiyva, z

meni v priestore obrazu linedrne a méZeme ju pouzit' ako kritérium viditel'nosti pri paméti hlbok.
. : , . s L1 . ) ,
Samozrejme, algoritmus musime mierne upravit’, pretoze — rastie vtedy, ked’ z klesa a naopak.
z

Novy algoritmus vykresl'ovania ¢iary mnohouholnika by mohol vyzerat’ takto:

1. Vypotitanie dizky riadku dr = x; - x. a rozdielu medzi po&iatoénou "hibkou"

1

v riadku a koncovou, z,=—— P Zmena "hibky" v jednom bode riadku

%k

zr 1
bude potom dz= o Nastavime x =x.a Z= =

z

2. Pokial je aktualna suradnica x menSia alebo rovna x; , pozrieme sa do pol'a
hlbok na terajSie suradnice x,y a ak pole[x,y] je mensie ako stcasnd "hlbka"
z, potom pole[x,y] = z a vykreslime bod.

3. x=x+1, z=z+dz a vratime sa na 2.

("hibka" je uvadzana v uvodzovkach preto, lebo sa nejednd o skutocnu hibku, iba o vypoctovy
ekvivalent hlbky povodného algoritmu)
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Zefektivnenie cinnosti pamciti hibok

Po kazdom vytvoreni obrazu sa musi pamit’ hibok vymazat, aby bola pripravena na
vykreslovanie d’al'Sicho obrazu. Ak vSak pouzijeme pre reprezentaciu hlbky ¢islo s pevnou radovou
¢iarkou a vhodne zvolime vzdialenost’ zmin prednej orezavacej roviny, sta¢i pamit” hlbok vymazavat’
vzdy aZ po ur&itom poéte obrazov.Pri perspektivnej transformacii ako kritérium "hibky" volime

1

z
nebude mat’ hodnotu vi&siu ako 2. Potom zostavajuce horné bity od i-teho indexu budu pre vietky
body nadobudat’ hodnotu 0. Pozrime sa vS§ak na vykresl'ovanie mnohouholnika. Kedy budeme

. Ak zvolime zn;, v tvare 27, potom mame zarucené, ze ziaden bod vo vyslednom obraze

1
vykresl'ovat’ bod na obrazovku ? Vypocitame g daného bodu a porovnadme s hodnotou na

prislusnom mieste v paméti hibok. Ak je hodnota tohto podielu pre zvoleny bod vi&sia ako hodnota
v poli hibok, potom ho vykreslime. Ked’ze pri zvolenom Zmin mame urcity pocet najvyssich bitov
rovny vZdy 0, m6Zeme pomocou nich dosiahnut’ to, aby "hlbky" nasledujuceho obrazu boli vzdy
vacsie ako "hlbky" predoslého obrazu. Body nasledujuceho obrazu potom vzdy dostanu prednost’
pred bodmi predoslého obrazu. Horné bity totiz urcuju vyssie rady Cisiel ako nizsie bity a
nastavenim 'ubovol'ného horného bitu v jednom z dvoch rovnakych ¢isel dosiahneme to, zZe bude
vécsie ako to, kde sme dany horny bit nechali rovny 0. Potom pri kaZdom obraze sa sta¢i na
skupinu hornych nulovych bitov pozerat’ ako na samostatné ¢islo a pre kazdy d’al’si obraz ho zvysit’
o jedna. Po urcitom pocte obrazov sa vSak toto Cislo pretecenim opét’ dostane do 0. Vtedy musime
pamit’ hibok vymazat'. Celkovo vSak tymto spdsobom mozeme vykreslit 2! obrazov bez nutnosti
vymazavania pamiti hlbok.

Pamdit usekov

Modifikaciou pamiiti hibok je pamit usekov. VyuZiva sposob vykresFovania mnohouholnikov
pomocou riadkového rozkladu. Miesto toho, aby sme okamzite vykresl'ovali body mnohouholnika,
pokusime sa vlozit riadkovy isek mnohouholnika do zoznamu tsekov, ktoré sa nachadzaja v
danom riadku obrazovky. Vkladat’ sa budu tak, Ze sa budi vzajomne porovnavat’ polohy krajnych
bodov zarad’ovaného a zaradenych usekov. Pri vkladani isekov mdze nastat’ viacero moznosti.
Zarad’'ovany usek moZze Uplne alebo ¢iatocne prekryt’ jeden alebo viacero zaradenych usekov, moze
byt nimi naopak ¢iasto¢ne alebo uplne prekryty alebo mdze byt umiestneny mimo doposial
zaradenych usekov. Zarad’'ujeme ho vsak tak, aby x-ové intervaly stiradnic usekov tvorili disjunktn(i
mnozinu - kazdy tsek by mal zaberat’ unikéatnu cast’ riadku. Preto je potrebné tiseky navzajom
orezavat, zistovat’ vzajomné priesecniky a niekedy rozkuskovat’ pdvodné useky na viacero novych.
Pri zarad’ovani tsekov samozrejme musia byt v zozname len tseky, ktoré su najblizsie. Pokial’
zarad’ujeme usek, ktory je d’alej ako uz zaradené useky, potom po porovnani krajnych bodov
zarad’ovaného Useku a tsekov, ktoré leZia na mieste, kam by mal byt’ zaradeny, ho m6Zeme
okamzite vylucit’ z d’al'Sieho spracovavania. Preto je vhodné pred vykresl'ovanim mnohouholnikov
si tieto pretriedit’ vzostupne podl'a minimalnej hodnoty z-ovej stiradnice v mnohouholniku. Takto
obmedzime viacnasobné prekresl'ovania mnohouholnikov, ¢o je jednou zo slabych stranok paméti
hlbok, ked’Ze v nej sa za kazdych okolnosti porovnava vykresl'ovany bod s hodnotou nachddzajicou
sa v nej. AvSak pamét isekov mdze mat’ problémy s kapacitou paméti, hlavne pri obrazoch, kde sa
nachadza vel'mi vel'a malych mnohouholnikov. Pouzitie paméti usekov vS§ak mnohokrat vel'mi silne
urychl'uje vytvaranie obrazu, dokonca predstihuje rychlost’ Specializovanych procesorov
vyuzivajuicich pamit’ hlbok.
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Odstranenie nevidite'nych mnohouholnikov

Mnoho objektov je zloZzenych z mnohouholnikov, ktoré nemusia byt pri nejakom pohl'ade na
objekt viditeI'né. Nastava niekol’ko pripadov. Mnohouholnik méze byt orientovany opacne,
smerom od pohladu (jeho predna strana je vo¢i smeru pohl'adu odvratena, a preto nie je
mnohouholnik viditel'ny), cely objekt moze lezat’ mimo viditeI'nej oblasti alebo do nej len Ciastocne
zasahovat’. Preto sa hl'adaju spdsoby, ako neviditelné mnohouholniky vylucit’ zo spracovéavania a
tym urychlit’ zobrazovanie.

Jeden zo zékladnych spdsobov je zaloZeny na zisteni uhla normalového vektora roviny
mnohouholnika a vektora pohl'adu. Pri paralelnej projekcii plati, Ze ak je tento uhol v intervale
272
vykreslovat’. KeiZze pohlad v relativnych suradniciach ma smer vektora p=(0,0,1) (o
znamena, ze pohl'ad smeruje na zvic¢sujucu sa os z), moZzeme vyuzit' to, Ze ak z-ova suradnica
normaly je véacsia ako 0, mnohouholnik nie je vidite'ny. Ak si ozna¢ime normalu mnohouholnika
n=(n_n ,n_) apredpokladime, Ze méa jednotkovi dizku, potom mézeme vyjadrit
cosé=n-p=(n_, n,, n)-(0,0,1)=n_  kde§ je uhol medzi vektormi p a n. Ked’ze kosinus

( LU ) , pohl'ad smeruje na neviditeI'ni plochu mnohouholnika, a ten potom nie je potrebné

. , . ™ 7T , . . Wt s e s
je kladny v intervale ( —7 ?) , vyplyva z toho, ze skuto¢ne staéi zistit', ¢i je n, > 0, aby sme

mohli o mnohouholniku prehlasit’, Ze je neviditel'ny.

Problém je vSak v tom, Ze pri perspektivnej transformacii sa tymto sposobom neda zistit’, ¢i je
mnohouholnik skuto¢ne neviditel'ny, ked’ze aj mnohouholniky s normalami smerujicimi od
pohl'adu mézu byt’ za urcitych podmienok viditeI'né. MoZeme vSak s istotou odstranit’ tie

mnohouholniky, ktorych normaly zvieraji s pohl'adom uhol mensi ako ,kdey je vacsiz
dvoch priemetov zornych uhlov a alebo B. Vyplyva to z toho, Ze pri
perspektivnej transformécii je

Ap mozné vidiet’ plochy, ktorych normala zviera s vektorom pohl'adu

uhol, ktory je maximalne polovicou zorného uhla. Pre uréenie kritéria

porovnavania mézeme vyuZzit podobné vztahy ako v predoslom

pripade. Na to, aby bol mnohouholnik nevidite'ny vsak musi platit’

4 4 r b
COS S > COoS Y . Po rozpisani dostdvame vzt'ah

cosé=n-p=(nx,ny,nz)~(0,0,1)=nz>cos% ,

ktory uz mézeme pouzit’ na zistenie viditeI'nosti.
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Strom binarneho rozdelenia priestoru

Pri zistovani viditel'nosti, alebo pri vytvarani tiefiov, ktoré st vrhané objektami na iné objekty
je vhodné rozdelit’ priestor (objekty a ich zlozky) tak, aby praca s nim bola ¢o najefektivnejsia.
Jednou z moznosti je pouzit strom binarneho rozdelenia priestoru (Binary Space Partitioning
Tree).

Princip stromu je postaveny na skutocnosti, ze ak si zvolime l'ubovolnd rovinu v
zobrazovanom priestore a vSetky mnohouholniky objektov v tomto priestore rozdelime na dve Casti
podla toho, v ktorom polpriestore sa nachadzaji (¢i lezia v prednom alebo zadnom polpriestore
roviny), tak ak najskor vykreslime vSetky mnohouholniky, ktoré sa nachddzaju v zadnom
polpriestore, a potom tie, ktoré st v prednom polpriestore, dosiahneme to, Ze tieto mnohouholniky
budi vykreslené v sprdvnom poradi a ziadny mnohouholnik nebude prekryty inym
mnohouholnikom tam, kde by mal byt vykresleny sam. Toto vSak plati len vtedy, pokial’ sa nam
podari zostrojit’ také roviny, ktoré v danom polpriestore nepretinaju Ziadny iny mnohouholnik.
Pokial’ by vSak zvolend rovina pretinala 'ubovol'ny mnohouholnik, tento je potrebné rozdelit’ na
dve Casti - na "prednu" Cast’ a "zadnu" Cast. Delenie rovinami na polpriestory je vhodné vykonavat’
dovtedy, pokial kazdému mnohouholniku nie je prideleny vlastny polpriestor. Pre potreby
zistovania viditel'nosti sa ukazuje byt’ vhodnym viest’ deliacu rovinu tak, aby bola totozna s rovinou
zvoleného mnohouholnika. Tymto spdsobom sa moze uchovavat’ cely objekt, ktory je zlozeny z
mnohouholnikov a to tak, ze vrcholmi stromu budu jednotlivé mnohouholniky (a tiez tie, ktoré sa
vytvoria z povodnych mnohouholnikov pri deleni rovinami). V kazdom vrchole bude teda uvedeny
mnohouholnik, ktory deli polpriestor, v ktorom sa nachadza, na d’al'Sie dva polpriestory urcené
hranicami povodného polpriestoru a deliacou rovinou mnohouholnika. Kazdy vrchol bude ukazovat’
na d’al'Sie dva vrcholy, jeden privrdateny a druhy odvrdteny, podla toho, do ktorého nového
polpriestoru patria (rozdelenie z hl'adiska smerovania normélového vektoru roviny mnohouholnika
- privrateny - patriaci do polpriestoru od roviny v smere normalového vektoru, odvrdteny - patriaci
do opacného polpriestoru)

Zoberme si napriklad scénu na prvom obrazku. V nej sa nachddzaju 4 objekty - A,B,C,D. Po
vytvoreni stromu dostavame druhy obrazok, kde st zndzornené roviny, ktoré delia polpriestory.

A 1 A T
9 —
D D

Mozeme si v§Simnut', Ze na druhom obrazku je uz objekt A rozdeleny na dve Casti - A1 a A2.
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Zoberme si detailnejsi priklad, z ktorého bude viac zrejmy postup vytvarania stromu.

Na obrazku mame zobrazeny priestor s tromi
mnohouholnikmi - A, B, C. Chceme vytvorit’
strom bindrneho rozdelenia priestoru, ktory by
opisoval rozloZenie tychto mnohouholnikov

v priestore (ide o pohlad zhora).

Sipky oznacuju orientaciu mnohouholnikov
v priestore - ich privratenu stranu (alebo
tiezZ orientaciu normaly roviny).

Zacneme napriklad mnohouholnikom C.

Ak nim vedieme deliacu rovinu, zistime,

7e tato rovina pretina mnohouholnik A a deli
ho na dve Casti - A1 a Ao.

Dostavame prvy strom:

(+ znamend odkaz na privratenu stranu,
- na odvratenu stranu deliacej roviny
prechadzajicej mnohouholnikom,

z ktorého vychadza §ipka)

Teraz mozeme rozdelit’ predny polpriestor C
na dva polpriestory rovinou mnohouholnika Au.
Dostdvame strom:

ktory uz uplne opisuje Struktiru priestoru.

39



Vytvorenie stromu

V tejto Casti bude uvedeny ndznak algoritmu vytvarania stromu BRP v uréitych bodoch,
ktoré budu detailnejsie popisované v d’al'Som texte.

Algoritmus

1. Vyber mnohouholnika, ktory doposial’ nebol pouzity na rozdelenie priestoru.
Tym sa aktudlny priestor zmeni na polpriestor, v ktorom sa nachadza vybrany
mnohouholnik (pokial je to prvy vybrany mnohouholnik, je to cely priestor).

2. Rozdelenie mnohouholnikov v aktudlnom polpriestore na dve skupiny - na tie,
ktoré lezia pred rovinou vybraného mnohouholnika a tie, ktoré lezia za nou.

2a. Pokial’ rovina pretina nejaky mnohouholnik, tento sa rozdeli na dve ¢asti,
jedna cCast’ sa priradi do privrateného, druhd do odvrateného polpriestoru.

3. Ak na rozdelenie priestoru boli uz pouzité vSetky mnohouholniky, je strom
binarneho rozdelenia priestoru vytvoreny. Inak algoritmus opakujeme od
zaciatku.

Vyber deliaceho mnohouholnika:

Pri vyberani deliaceho mnohouholnika m6Zeme vyberat’ l'ubovolny mnohouholnik. Avsak je tu
velké riziko, ze rovina vybraného mnohouholnika pretina mnoZzstvo inych mnohouholnikov, ¢o by
sposobilo velky narast po¢tu novovytvorenych mnohouholnikov. Preto je vhodné zaoberat sa
vylepSovanim stromu.

Idedlny strom
Pri tvorbe optimalneho stromu dochadza ku konfliktu dvoch ciel'ov - vyvazenosti stromu

a poctu polygdénov. Vytvorenie optimalneho stromu je NPC, preto sa Castokrat od jeho vyhladania
ustupuje a hl'adaju sa stromy, ktoré zodpovedaji uréitym narokom, ktoré si vyzaduje ich konkrétna
aplikacia. Pre optimalne vyvazenie stromu nie je vhodné pouzit' klasické vyvazovanie stromu,
pretoze poloha mnohouholnika v strome urcuje aj jeho polohu v polpriestore v zéavislosti od
deliacich rovin, a pri presunuti mnohouholnika z jednej Casti stromu do druhej by sa tato zavislost’
porusila a bolo by potrebné rekonstruovat’ velku cast stromu, ¢o by si napriklad vyziadalo
opdtovné spdjanie mnohouholnikov a dalSie rozdelovanie inych mnohouholnikov, ¢o by
nedokézalo zarucit’ uspesny vysledok.

Iné pristupy
S0 tu uvedené dva typy pristupov - hl'adanie minimdlneho poctu polygonov a vyvdzenie stromu.
Kazdy z nich ma svoje uplatnenie v inych oblastiach pocitadovej grafiky.

Hladanie minimdlneho poctu polygonov - zvyCajne sa hladd pre kazdy polpriestor taky
mnohouholnik, ktorého rovina pretina ¢o najmensi pocet mnohouholnikov v danom polpriestore.
Samozrejme, Ze toto nezaru¢i minimalny pocet mnohouholnikov v priestore, ale ma Sancu byt
efektivnej§im spdsobom organizovania stromu ako nahodny vyber. Vyuziva sa najmid pri
zobrazovani, pretoze zobrazovanie si vyzaduje prechadzat’ prave raz kazdym mnohouholnikom,

a ked’ zmensime ich pocet, tak dosiahneme mensi ¢as zobrazovania.

Algortimus
1. Vyber prvy mnohouholnik z polpriestoru
2. Prejdi vSetky ostatné mnohouholniky v polpriestore a zisti, na kol’ko
mnohouholnikov sa rozdelia, ked’ sa bude zistovat’ ich poloha voci
deliacej rovine.
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3. Opakujeme dovtedy, kym existuju nevybraté mnohouholniky v
polpriestore.

4. Podl'a mnohouholnika, ktory mal najmensi pocet novovzniknutych
mnohouholnikov delime polpriestor.

Spdsob vyberu podl'a najmensieho poctu rozdelenych mnohouholnikov je casovo naro¢ne;jsi,
pretoze jeho zlozitost' je O(r?), kde r je pocet mnohouholnikov v danom polpriestore, zatial’ o
nahodny vyber (alebo vyber podla l'ubovolnej postupnosti) ma zlozitost” O(1). Avsak celu ¢innost’
staci pre statické objekty vykonavat len raz na zacCiatku, ked’ sa vygeneruje strom, ktory sa uz
potom nebude menit’.

Vyvazovanie stromu

V niektorych pripadoch je lepSie vytvarat’ vyvazeny strom. Su to najmé 3D editory a programy,
ktoré analyzujui povrch. Tieto potrebuji vel'mi rychle vyhl'addvanie mnohouholnika v priestore.
Toto vyhl'adavanie sa moze skratit’ tym, Ze sa budeme snaZit’ tvorit’ vyvazZzeny strom BRP. Jednou
z moznosti, ako sa k tomu priblizit’ je modifikovat’ predosly algoritmus tak, Ze budeme vyberat’
vzdy ten mnohouholnik, ktory ndm polpriestor rozdeli na dva polpriestory s rovnakym poc¢tom
mnohouholnikov (alebo s najmensou odchylkou poctu). MoZeme tiez zohl'adnit, aby bol vybrany
taky mnohouholnik, ktory deli na najmensi pocet mnohouholnikov, zo vSetkych, ktoré dany
polpriestor rovhomerne rozdel'uja. Pri pouziti v 3D editore je v§ak nutné dopredu poznat’ povahu
objektu, ktory chceme vyjadrit’ pomocou stromu BRP, pretoze pri modifikujicich operaciach
sa vyvazenost’ moze stratit’. Zlozitost’ algoritmu je opit’ O(r?).

Rozdelenie mnohohuholnikov:

Po zvoleni deliaceho mnohouholnika je potrebné rozdelit
mnohouholniky na dve skupiny: na tie, ktoré patria do
privrateného a tie, ktoré patria do odvrateného polpriestoru.
Ako vsak zistit’, ktory mnohouholnik kam patri ?

Predstavme si mnohohuholnik ABCDEFGH, ktory pretina
rovina p deliaceho mnohouholnika. Teraz je zrejmé, Ze tento
mnohouholnik nemdzeme jednoznacne priradit’ ani do jedného
polpriestoru, ale ho musime rozdelit’. To vSak zatial nie je
dolezité, skiisme sa najskor pozriet, ako zistime polohu
jednotilivych bodov, vzhl'adom na deliacu rovinu. Vyberme si
T'ubovolny bod na rovine p, napriklad bod R=(Rx,Ry,R:) .O deliacej rovine vieme, Ze ma
nejaky normalovy vektor m, ktory je na iiu kolmy. Skiisme sa teda pozriet’, aky uhol zviera vektor
od 'ubovolného vrcholu po bod R s normalovym vektorom n=(nx,ny,n:) . Ak zoberieme
napriklad vrchol A=(Ax, Ay, A:) ,potom dostivame vektor
AR=|Ax—Rx,Ay—Ry,A:—R:| amdzeme zistit uhol «, ktory zviera s normalou n podl'a

AR - n
vztahu cos(o)= W . Zistime, Ze ak sa bod 4 nachadza pred rovinou, tento uhol je z
intervalu (_—2" ) %) . Ked’ sa bliz§ie pozrieme na skalarny su¢in AR - n , zistime, Ze je kladny

prave v tomto intervale, inak je zaporny (alebo 0). Z toho vyplyva, Ze mo6Zeme ako indikator, ¢i sa
bod nachadza na jednej alebo druhej strane deliacej roviny
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pouzit’ jednoducho skalarny sucin

, vektora od tohto bodu po 'ubovolny bod

G P na deliacej rovine s normalou deliacej
co S E roviny.

Na tomto obrazku je znazorneny
osemuholnik ABCDEFGH. Mdzeme

si vS§imnut, ze vektory z bodov A4, F, G,
H do bodu R zvieraju s normalou roviny

n uhol z intervalu (% , %)

Body B, C, D, E zase uhol z intervalu
0.2\, )

Teraz je uz jasné, akym spésobom

sa daju rozdelit’ mnohouholniky

do dvoch skupin podl'a toho,

na ktorej strane deliacej roviny

sa nachadzaju. Pre kazdy bod
mnohouholnika stac¢i zistit’ hodnotu skalarneho st¢inu normaly deliacej roviny a vektora vedeného
z bodu mnohouholnika do T'ubovolného bodu na rovine. Ak vSetky body mnohouholnika maja
kladny vysledok, mnohouholnik patri do privrateného polpriestoru, ak vysledok je u vsetkych
zéporny, potom mnohouholnik patri do odvrateného. Ak vSak mnohouholnik ma aj kladné aj
zaporné body, je potrebné ho rozdelit’ na dva nové mnohouholniky. Ak je vysledok pre nejaky bod
rovny 0, je mozné priradit’ ho kamkol'vek, pretoze lezi v deliacej rovine.

Tomuto sposobu by sa dalo vytykat, Zze hovorime o uhle vektora vedeného z bodu
mnohouholnika do 'ubovol'ného bodu v rovine a normaly roviny, zatial' ¢o na obrazku je uhol s
nejakym bodom na priamke, ktord prechadza rovinou mnohouholnika. Avsak vysledok plati aj pre
priestorovy uhol.

Rozdelenie mnohouholnika

Ak deliaca rovina pretina mnohouholnik, musime ho rozdelit’ na dve ¢asti. V kazdom takomto
mnohouholniku existuju dve dvojice ndsledujicich vrcholov, z ktorych jeden sa nachadza v
privratenej Casti a druhy v odvratenej. Na d’al'Som obrazku st takymi body E-D a B-A. Medzi nimi
sa vzdy nachadza bod, ktory lezi na deliacej rovine. Tieto body su teda dva. Sta¢i ich najst’ a
vytvorit’ dva nové mnohouholniky - jeden bude obsahovat’ vSetky privratené body a tieto dva nové,
a druhy vsetky odvratené spolu s dvomi novymi bodmi. Tieto dva nové mnohouholniky budi mat
opat rovnaky normalovy vektor ako povodny mnohouholnik.

E_ D
ﬁ F
C C
A
. B
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Ako zistit’ bod, v ktorom pretne priamka rovinu ?

Rovinu mame uréenti dvomi vektormi  wu=(ux,uy,uz) , v=(vx,vy,v:z) a bodom
a=(ax,ay,a:z) ,ktory lezi v tejto rovine. Potom mdzeme rovinu vyjadrit ako a+ku+1v
k,l€R . Priamku mame opisani bodom d=(dx,dy,d:) , ktory na nej lezi, a smerovym

vektorom m=(mx,my,m:z) . Tato priamka sa da vyjadrit ako d+¢tm , t€R . Potom pre

bod, ktory maji rovina a priamka spolo¢né, plati a+ku+Iv=d+tm , vo vektorovom

vyjadreni:

dax Ux Vx dx m x
a:z Uu: Vz d: m:z

Riesenim sustavy linearnych rovnic ziskame nezndme £, Z, ¢. Po prepisani rovnic do tvaru rozsirene;j
matice moézeme vyjadrit’ parameter ¢, ktory nam staci na ziskanie suradnice hl'adaného bodu:

Ux Vx —Mx dx—ax
uy vy —my|dy—ay

Uz vz —mz|dz—a:

eliminujeme parameter k£ z 2. a 3. rovnice pouzitim 1.rovnice:

Ux Vx —Mx dx—ax
Uy Uy uy
0 Vy—Vx—— —my+mx— dy—ay—(dx—ax)—
Ux Ux Ux
Uz Uz Uz
0 Vz—Vx— —mMz+mx— dz—az—(dx—ax)—
Ux Ux Ux
a nakoniec eliminujeme parameter / z 3.rovnice pouZzitim 2.rovnice:
Ux Vx —mx dx—ax
0 Vy—Vxﬂ —m,v+l’}1xﬂ dy—ay—(dx—ax)ﬂ
x x Ux
Uz Uz
Vz—Vx— Vz—Vx
0 0 —mz+mxuz——ux(—l’l’ly+l’l’lxﬂ) dz—az—(dx—ax)xuz—#(dy—ay—(dx—ax)ﬂ)
Uux y ux u x Uy Uux
Vy—Vvx Vy—Vx—
Ux Ux

z tohto uz mdézeme vyjadrit’ £:

o (dx_ax)(Usz—I/ley)+(dy—ay)(qux—usz)+(dz—az)(UxVy—Uny)

l’}’Zx(Llsz—leVy)+I’l’ly(Usz—Usz)+mz(UxVy—Uny)

Ked’ sa na vysledok lepSie pozrieme, zistime, Ze vzt'ah mdZeme napisat’ vo vektorovom tvare:

t:_(d—a)~(u><v):_(d—a)-(|u| |v|sin(o<)n):_(d—a)-n , kde n je normala roviny

m-(uXv) m-(|u||v|sin(x)n) m-n
urcenej u, v. Stradnice hl'adané¢ho bodu potom budt b=d +tm
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Vyuzitie stromu BRP
Kde vsade je mozné vyuzit’ strom bindrneho rozdelenia priestoru ? Niektoré z moznosti su:

1. Urcovanie viditeInosti

2. Zistovanie viditel'nych Casti priestoru
3. Operéacie s 3D objektami

4. Vrhanie tiefiov

Urcéovanie viditel’nosti

Pre nejaky priestor zloZeny z mnohouholnikov sme uz vytvorili strom BRP. Ako ho vSak vyuzit
na zistovanie viditelnosti ? Co ak sa na priestor raz pozerame z jedného miesta, inokedy z druhého
a vzdy pod inym uhlom ? Nebude to robit’ problémy ? Nast'astie, strom BRP je pripraveny prave
pre tieto pripady. Predstavme si, Ze na priestor sa pozerame z l'ubovol'ného bodu a pozerame sa
smerom, ktory opiSeme vektorom pohladu p. Musime teda v spravnom poradi vykreslit
mnohouholniky scény. Celé vykresl'ovanie sa pomocou stromu BRP zmeni na prechddzanie stromu
v poradi zadna-predna strana, ¢o sa vel'mi jednoducho programuje pomocou rekurzie.

Algoritmus

1. Vyberie sa pociato¢ny mnohouholnik stromu BRP
2. Zavolame vykresl'ovanie pociatocného mnohouholnika

Vykreslovanie aktudlneho mnohouholnika
1. Ak aktualny mnohouholnik ma este odkaz na svoj "zadny" mnohouholnik,
potom sa zavola vykresl'ovanie tohto mnohouholnika.
2. Vykresli sa aktualny mnohouholnik
3. Ak aktualny mnohouholnik mé odkaz na "predny" mnohouholnik, zavola
vykresl'ovanie "predného" mnohohuholnika.

Zostava uz len zistit, ktory mnohouholnik je "predny", a ktory "zadny" pri si¢asnom pohlade.
Vieme, Ze strom BRP ma v kazdom vrchole informacie o aktudlnom mnohouholniku a odkaz na
mnohouholnik, ktory dalej deli privratenii cast’ polpriestoru a odvrateni cast’ polpriestoru,
vzhl'adom na deliacu rovinu. Avsak toto delenie ni¢ nehovori o tom, ktora ¢ast’ je "predna", a ktora
"zadnd" pri si¢asnom pohl'ade na priestor.

Ako zistit, Ci je polpriestor zadnym polpriestorom alebo prednym ?

Zisti sa to vel'mi jednoducho. Pre kazdy mnohouholnik pozname normalovy vektor m, pohlad
mame opisany vektorom p, preto nam treba zistit’, aky uhol zvieraju vektory n a p. Opit’ nam staci
zistit’ iba hodnotu skalarneho su¢inu tychto dvoch vektorov, p-mn , podobne ako pri zistovani
polohy bodu voci deliacej rovine. Ak je vysledok kladny, potom privratena cast polpriestoru
vzhl'adom na deliacu rovinu je teraz "zadnou" pri pohl'ade na polpriestor a naopak. Ak je vysledok
zaporny, privratena Cast’ je zaroven "prednou” a odvratend "zadnou".

Potom uZ len staci prechadzat’ stromom BRP tak, Ze sa najskor vykreslia "zadné", a potom "predné"

mnohouholniky. Zaroven sa moze I'ahko zistit’, ¢i je vobec potrebné nieco vykreslovat, ¢i by uz
nahodou vykresl'ovanie neslo mimo hranice vytvaraného obrazu a spracovavanie by bolo zbyto¢né.
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N —

8.
9.

Ako bude prebiehat’ vykresl'ovanie ? UkaZzeme si to v dvoch pripadoch na rovnakom priestore,
ked’ sa jednotlivé pohlady liSia miestom pohl'adu a tym, Ze st v inom uhle (kolmé na seba). Pre oba
pohl'ady pracujeme s rovnakym stromom BRP, menit’ sa bude iba vektor pohladu p a poradie
vykresl'ovania mnohouholnikov.

B

Al

Vykreslovanie:

. Vyberie sa C, zadna rovina obsahuje B
. Vyberie sa B, ktoré¢ uz neobsahuje zadny

polpriestor

. Vykresli sa B, vyberie sa A1, ktoré sa

nachadza v prednom polpriestore B

. Vykresli sa A1, vrati sa do B
. Vrati sa do C, vykresli C, vyberie sa D

D nema zadny polpriestor, vykresli sa,
z predného polpriestoru sa vyberie 42

. A2 nemd zadny polpriestor, vykresli sa,

nema ani predny polpriestor, vrati sa do D
Vrati sado C
Vykresl'ovanie je ukoncené

Mnohouholniky sa vykreslili v poradi:

B, A1, C, D, A

8.
9.

v A

T Pohlad

Vykreslovanie:

Vyberie sa C, zadna rovina obsahuje D
Vyberie sa D, ktoré uz neobsahuje zadny
polpriestor

. Vykresli sa D, predny polpriestor obsahuje

A2

Vykresli sa A2, vrati sa do D

Vrati sa do C, vykresli C, vyberie sa B

B nema zadny polpriestor, vykresli sa,

z predného polpriestoru sa vyberie Az

A1 nemé zadny polpriestor, vykresli sa,
nema ani predny polpriestor, vrati sa do B
Vrati sado C

Vykresl'ovanie je ukoncené

Mnohouholniky sa vykreslili v poradi:

D, A2, C, B, A1

Mozno si v§imnut, Ze poradie bolo skutocne spravne, a ze pri vykresl'ovani zdsluhou delenia
mnohouholnikov nevznikali neziadlice prekrytia mnohouholnikov.
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Zist’ovanie viditelnych Casti priestoru

Pri vykreslovani obrazu nas napadne, Ze sa nemusime zaoberat” zbyto¢ne mnohouholnikmi,
ktoré nie su vdbec viditeI'né. Pri rozdeleni priestoru do stromu BRP to znamend obmedzenie
prechadzania stromu tam, kde mnohouholniky urcite nie su viditelné (nezasahuju do viditeI'nej
oblasti). Ked’ze kazdy vrchol stromu obsahuje mnohouholnik, ktory rozdel'uje dany polpriestor z
hl'adiska pohladu na "predny" a "zadny" (polo)polpriestor, ostdva nam zistit’, ¢i tieto vzniknuté
polpriestory zasahuji do viditelnej oblasti. Ak by nejaky z nich nezasahoval, tak aj vSetky
mnohouholniky, ktoré lezia v tomto polpriestore, neméa zmysel prechadzat, pretoze st neviditeI'né.
Inymi slovami, pokial' pri prechddzani stromu zistime, ze jeden z polpriestorov aktualneho
mnohohuholnika nie je viditeI'ny, strom tymto smerom uz d’alej neprechadzame.

Ako vsak zistit, ¢i je polpriestor viditelny ?

Na obrazku je znazorneny prierez viditeInej oblasti
rovinou xz. Deliaci mnohouholnik lezi v rovine p ,
ktorej normalovy vektor je n. Ak bodom 0 vedieme
priamku, ktora je rovnobeznd s vektorom n, mézeme
zistit’ priesecnik tejto priamky s rovinou p -bod P,
a taktiez priemety krajnych bodov viditeI'nej oblasti
do tejto priamky - body r;. Potom ak vsetky body r;
leZia na rovnakej polpriamke zac¢inajucej v bode P,
. je jeden z polpriestorov ureite neviditelny.
P N7 Ak vsetky body r; lezia na polpriamke z P smerom
i k 0, potom je "zadny" polpriestor neviditel'ny, ak lezia

< hapolpriamke z P smerom od 0, potom je neviditel'ny
0 "predny" polpriestor. Ak st body r; na oboch

polpriamkach vychéadzajacich z P, st viditel'né

oba polpriestory. Na obrazku je vSetko zobrazené
v rovine, plati to vSak aj v trojrozmernom priestore. Ked’ze viditeIna oblast’ je ohrani¢ena 6smimi
bodmi J ; - Styrmi prednymi a Styrmi zadnymi, musime urobit’ projekciu vSetkych tychto bodov do
vektora n. Ak mame bod J,=(Jj,.Jj,.Jj.) , potom stradnice j; jeho priemetu do vektora n

J.-n

vypocitame ako j,=— . Norméalu mame zvolent tak, aby |m|=1 , vysledny vztah pre
n-n

zistenie suradnice bodu J ; vo vektore n bude

Ji=J;'n

Podobne suradnicu priesecnika P roviny p a priamky v smere n prechadzajiacej 0 mézeme
vyjadrit’ ako
p=A4-n

kde A je T'ubovolny bod leziaci na deliacom mnohouholniku (napriklad jeden z jeho krajnych
bodov). Potom pre viditeI'nost” jednotlivych polpriestorov moéZzeme zapisat’

p<j,;, i=1.8 | "predny" polpriestor je neviditeI'ny

p=j,,i=1.8 | "zadny" polpriestor je neviditeIny
inak su oba polpriestory viditeIné
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Obalka objektu

"

Pri nardbani s objektom je vyhodnejsSie "zabalit" ho do jednoduchého geometrického utvaru, s
ktorym sa I'ahSie nardba. Vsetky transformécie sa potom mozu vykonat’ na tomto obalovom utvare,
a pokial’po ich aplikovani tento obal zasahuje do vidite'nej oblasti, mézu sa vykonat' aj na
povodnom objekte. Je zrejmé, Ze pri vicSom pocte objektov, ktoré s nerovnomerne roztrasené po
priestore tento sposob usetri mnoho zbyto¢nych vypoctov. Je tu vSak problém, aky typ obalu vybrat
a ako to urobit. Ak sa budeme snazit' ¢o najvernejSie opisat’ tvar objektu, napriklad pomocou
konvexného obalu objektu (CiZze zjednotenim vSetkych moznych mnohouholnikov medzi bodmi
objektu), "obal" objektu bude privelmi zlozity a po¢tom bodov, ktoré ho opisuju, sa bude blizit
poévodnému objektu. Ak sa rozhodneme vybrat’ jednoduchsi tvar, riskujeme, Ze obal bude privelmi
vol'ny a jeho velka Cast’ bude obal'ovat’ vol'ny priestor mimo telesa.

Zvolenie tvaru obdlky
Rozsahovy kvdder

NajcastejSie sa mozno stretntt’ s obalenim do kvadra, ktory sa ziska
tak, Ze sa najdu minimalne a maximalne suradnice bodov
v jednotlivych rovinéach stradnicovej ststavy a z nich sa vygeneruje
kvéader, ktorého steny st rovnobezné s tymito rovinami. Tento
sposob vsak nie je veI'mi vhodny, pretoze pri naklone objektu
vzniké vel’ky priestor, ktory by sa pri zistovani viditeI'nosti musel
zbytocne brat’ do tvahy, aj ked’ neobal’'uje ziadnu ¢ast’ objektu.
Avsak tvar kvadra je pre svoju jednoduchost’ ve'mi vyhodny, a
preto d’al’Sia metdda bude pouzivat’ opét’ kvader, av§ak bude sa ho
snazit’ orientovat’ tak, aby ¢o najvernejsie opisal tvar telesa.

Orientovany kvdder

Orientovany kvader ziskame tak, zZe sa budeme snazit’ najst’ trojicu vzajomne kolmych vektorov,
ktord stochasticky najvernejSie vystihuje objekt. Pokusime sa najst’ najst bazu trojrozmerného
priestoru, v ktorej ma objekt minimalnu moznu koreldciu medzi stradnicami. Po ziskani tejto bazy
budeme viest’ roviny kolmé na tieto vektory, ktoré ¢o najtesnejsie prilichaju k objektu. Pre ziskanie
hl'adanej bazy vyuzijeme nasledovné principy.

V Hilbertovom priestore /,(2,¢,P) mdzeme centrovany diskrétny nahodny proces
f=(f(w,0), f(w,1),..), weX , kde (2,¢,P) je pravdepodobnostnym priestorom a
skalarny su¢in je definovany ako f-g=F ( D flw,i) g(w,i)) , rozlozit do ortogonalnej

i=0
, _ _ b
bazy {b,.,z—O,l,...} , pricom f= Zcb a ¢,= = b
i=0 i i
vzajomne nekorelovanych nahodnych procesov b, . Ak bazické nahodné procesy vyjadrime

pomocou stéinu deterministického vektora z priestoru /, a nahodnej premenne;j, t.j.
b=(b(w.k))=(¢,(w) b,(k)), weR i, k=0,1,...,b, (k)elz aozna¢ime C,(w)=c,&,(w) |

Ortogonalnu bazu tvori sustava

rozklad do ortogonalnej bazy bude mat’ tvar f(w, k)= z C,( ), k=0,1,...
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Ekvivalent vety G. Browna ml. pre priestor /,(2.¢,P) hovori, Ze systém
{b,(w,k)=C,(w)-b,(k),i, k=0,1,..} je Gplny vtedy, ked {b,(k),i,k=0,1,..} je bazou
priestoru !, realizacii nahodného procesu f. Navyse, ak je ortogondlna baza priestoru 7, , je
ortogonalna aj zodpovedajlica baza v priestore [,(Q2.,¢,P) .
Chceme najst’ bazu { b,(k),i, k=01, } , ktora zaruéuje nekorelovanost’ koeficientov
C/(w),C (w),i# ] | cize E{C,(w)-ﬁ} 03-8, kde 8,=0,i#j:5,=1i=]j a

i J ij o2

szE{ Cj.(w)z} . Ak oznac¢ime E = Z b (k)b (k),i=0,1,... ,koeficienty rozkladu budd

k=0

mat tvar C,( Z flw, k)b (k),i=0,1,... . Ak vysledok dosadime do vztahu,

lk 0
Vyjadrujﬁceho nekorelovanost’ koeficientov, ziskavame

D ] S

’kO

a z toho El.EjUi.~5l.j=E{ zf(w,k)bi(k)Zf(w,k)bj(k)} . Po dal’sich Gpravach

dostavame EE 05, =E {Z( k)Zf(w:l)bj(l))} )
E

{f(w, k) flw,D}b (D) -

k=0 1=0
KedZe plati E,6,= Z b.( (k ), po porovnani s predoslym vztahom dostdvame
i=0
2. b, (k)b (k) E,0°=2 b, (k) 2 E{ f(w, k) f(w, D)} b(1) »CiZe
k=0 k=0 =0

Ak zadefinujeme maticu kovariancie R=(R,)= (E{ f(w,i) f(w,))}) ,plati Z R, <o
i,j=0
a oznalime FE, (ri =A, , potom predosly vztah méZeme vyjadrit’ ako
Ab (k)=b,R, k=0,1,..  kde R, jek-ty stipec kovarianénej matice. Dostali sme teda navod
ako vypocitat’ zlozku vektora. Samotny vektor vypo¢itame zo vztahu A b;=b;R . Bazické
vektory b; suteda vlastnymi vektormi kovarian¢nej matice R.
Ziskali sme ortogonalnu bazu, ktora ndm stochasticky najlepsie vystihuje nase data. Ako ich

vSak vyuzit pri vytvarani obalky ? V obdlke sice ide o kone¢norozmerny priestor, ale ziskané
vektory nam daji napriek tomu badzu s miniméalnou chybou.

Vytvorenie orientovaného kvadra
Najskor vypocitame kovarianciu siradnic jednotlivych bodov objektu. Ked'ze
o,,=cov(X,Y)=E(X—E(X))(Y—E(Y))=E(XY)-E(X)E(Y) a
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2
o o o
x xy z

E(XY)= E —— , matica kovariancie bude mat’ tvar R = o, O'i o, -Jedndsa
i=0 h 2
g g (02
Xz vz z

o symetricku maticu stupna 3, preto bude mat’ redlne vlastné ¢isla (korene charakteristickej rovnice)
a realne vlastné vektory. Korene charakteristickej rovnice sa daju l'ahko vypocitat (napriklad
pomocou Cardanovych vzorcov) a vlastné vektory by aZ na niekol'ko Specidlnych pripadov nemali
tieZ robit’ problémy. Po ich vypocte ziskavame tri navzajom kolmé vektory. Tieto vyuZijeme na
zostrojenie obalky, a to tak, Ze objekt vycentrujeme (E(X)=E(Y)=E(Z)=0) ahladdme kolmé
priemety bodov objektu na priamky v smere tychto vektorov. Minimalne a maximalne stradnice
priemetov bodov do tychto priamok si odlozime a vedieme v nich roviny kolmé na prislusné
priamky. V priese¢nikoch tychto rovin vznikne 8 bodov, ktoré dokopy tvoria obalku v tvare kvadra.
Tie potom posunieme o pdvodné stredné hodnoty stradnic bodov objektu, aby koreSpondovali s
poévodnym, nevycentrovanym objektom.

Zistenie priemetov bodov do priamok

Ak mame tri kolmé vektory a, b, ¢ a chceme najst’ kolmy priemet bodu v do priamok v smere
tychto vektorov, staci vyuzit’ to, ze tento priesecnik lezi na priamke urcenej napriklad vektorom a
(da sa vyjadrit’ ako p = ka) a vektor od bodu v ku bodu p musi byt kolmy na vektor a.

v-a : .
Teda (v—p)-a=0 a z toho k=—— . Podobne to plati aj pre ostatné priemety. Nakoniec
a-a
ziskame  Sesticu  bodov, ktoré oznaduju maximalne a  minimdlne  priemety
A. .4 B B ,C ., C . Tymito bodmi vedieme roviny, ktoré si kolmé na prislu§né

min max ’ min max min ’ max

vektory (tie su zaroven ich normalami).

Zistenie bodov obdlky

Body obalky lezia na priese¢nikoch tychto rovin, staci teda ziskat tieto prieseCniky. Ak mame
vektory vytvorené tak, aby platilo aXb=c,bXc=a,cXa=b,|a|=|b|=]|c|=1 a zvolime
T'ubovol'né tri body z priemetov do vSetkych priamok - napriklad A, B, C, mdzeme oznacit’ polohu
priese¢niku X pomocou troch rovnic (X—A4)-a=0 , (X—B)-b=0 a (X—-C)-c¢=0 . Ak
oznatime k=A-a , I=B-b a m=C -c ,potom mozeme rieSit’ nasledujiicu sistavu:

a . a, a/k

b b b |1
x v z

c. ¢ c_|Im
x v z

k(bycz—bzcy)+l(a c —aycz)+m(aybz—azby)

RieSenim dostavame x= z y
a-(bxc)
B k(b.c.—b.c)+Il(ac—ac)+m(ab —ab)
T a-(bxc)
L k(bxcy— bycx)+ l(aycx—axcy)—km(axby—aybx)
a-(bxc)

Po vyuziti predoslych vzt'ahov ako aj vzajomnych vektorovych sucinov, dostavame

x=(k,l,m)-(a, b c) , y=(k,l,m)-(a, b, c) a z=(k,l,m)-(a, b _c) .Ak
oznatime wu=(k, l,m) , v,=(a b c) , v,=(a, b c) , v.=(a b c) ,siradnice
priese¢nika su
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x=u-v +E(x)
y=u-v,+E(y)
z=u-v,+E(z)

kde E(x), E(y) a E(z) su stredné hodnoty stradnic povodného, nevycentrovaného objektu.
Na ziskanie vSetkych bodov obalky staci tento postup opakovat’ pre kazdu kombinaciu 4, B, C.

Zistovanie viditel’nosti obalky

Po obaleni telesa obalkou nastava problém, ako zistit, ¢i je obalka viditelna (¢i zasahuje
do viditel'nej oblasti). Toto je mozné dosiahnut’ viacerymi sposobmi, preto tu buda ukazané tri

moznosti:

1. Zistovanie vzajomnych poldh bodov, Useciek a rovin
2. Premietanie na oddel’'ujuce osi
3. Rozsirenie viditeI'nej oblasti v zavislosti na rozmere a tvare obalky

Zistovanie vzdjomnych poloh bodov, useciek a rovin

Ak chceme zistit, ¢i sa obalka nachadza nejakou ¢ast’ou vo vnutri viditelnej oblasti, stac¢i ndm
zistit, €1 sa v tejto oblasti nachadza aspori jeden jej bod. Najskor sa treba pokusit’ zistit', ¢i sa aspon
jeden krajny bod obélky nachadza vo viditeI'nej oblasti. Ak sa nenachéadza, je niekedy nutné zistit,
¢i priesecniky useciek obalky a rovin viditeInej oblasti nemaju spolo¢né body, ktoré by lezali vnutri
vidite'nej oblasti. Pokial' by ani jeden bod nebol vnutri oblasti, je mozné, Zze cela obalka by
obalovala vidite'nti oblast’ a bolo by naopak potrebné zistit’, ¢i sa krajné body viditeI'nej oblasti
nenachadzaju v obalke.

Zistenie polohy krajnych bodov

zZ

zZ

max

_ymax

(le.

>

b
¥

0

b.)el

X

max

2

ymax

’xmax>><<

2

Na obrazku je zobrazeny prierez viditelnou oblastou v
rovine yz, podobny charakter méa vSak aj prierez v rovine
xz. Chceme zistit’, ¢i sa aspon jeden krajny bod obalky
nachddza v tejto oblasti. Vidime, ze ak ma bod

B=(b_ b, b.) lezat vo viditeInej oblasti, potom musi

x B
15| sztg? a |b| sztgz
Pri tychto testoch vSak pouzivame nasobenie. Aby sme si
testovanie o nieCo urychlili, m6zeme vyuzit' to, ze ziaden
viditelny bod nebude mat |b,|>x,.. a |b,|>y,. ,
[
2

b.e(z

2
min > = max >

a y =z tg—~ . Zaroven

kde x, =z  tg 5

7z . .
min mézeme vyuzit to, ze ak pre bod B plati

y

(lbx ’ b,v ’b2)6<0’x;ax>x<0’y;ax>x<%,zmax> ’

potom urcite lezi vo viditeInej oblasti. Ak navyse plati

Y e z .r o el 1 . .
v, %0, T> , bod B lezi mimo viditel'nej oblasti.

Tymto m6zeme urychlit’ spracovavanie velkého poctu obélok, ked’Ze pre mnoho bodov budu platit’
uz tieto zjednodusené podmienky. Takisto mézeme vyuzit to, Ze ak vSetky body lezia v jednom a
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tom istom vonkajSom polpriestore 'ubovolnej zo Siestich rovin, ktoré ohrani¢uju vidite'nt oblast,
potom je celd obdlka mimo viditelnej oblasti a nemd zmysel robit’ d’alej testy polohy useciek
obalky. Inymi slovami, ak kazdému bodu priradime ¢isla vonkajsich polpriestorov, do ktorych patri,
potom ak vSetky body maju nejaké spolo¢né ¢islo zo vsetkych im priradenych, nachadzaji sa

v spolo¢nom polpriestore.

Zistenie priesecnikov priamok a rovin viditelnej oblasti
Ak zistime, Ze ani jeden bod nepatri do viditel'nej oblasti, a zaroven body nelezia v spolo¢nom

polpriestore, nedd sa vylucit' to, Ze minimélne jedna usecka medzi krajnymi bodmi moze mat
priesecnik s hrani¢nou rovinou viditeI'nej plochy a tento bod lezi vnutri viditeI'nej oblasti.

Na to, aby sme boli schopni efektivne zistovat’
mozné prieniky Useciek a rovin, potrebujeme urcit’,
ktoré roviny mdze usecka vedena z jedného bodu
do druhého pretat’. Preto si rozdelime priestor
na niekol’ko prelinajtcich sa polpriestorov, ktoré budu
vyjadrovat’ vonkajsie strany rovin viditeI'nej oblasti.
Kazdému z tychto polpriestorov priradime unikatne
Cislo v tvare 2'. O polpriestoroch delenych rovinami
s rovnakymi z-ovymi stradnicami (st také dve -

/
Pri Zmin @ Zmax) budeme d’alej hovorit’ ako o prednom N /

a zadnom polpriestore, o tych, ktoré vznikaji v rovine : /

xz ako o Favom a pravom polpriestore a o tych, N4
ktoré vznikaja pri pohl'ade na rovinu yz ako o hornom \X//

a dolnom polpriestore (na obrazku je nespecifikovana T
rovina, vodorovné a zvislé ¢iary udavaju predny a zadny m
polpriestor, Sikmo vysrafované l'avy (dolny) a pravy FRN
(horny) polpriestor v zavislosti od zvolenej roviny). FRLRX
Kazdému bodu obélky priradime ¢islo, ktoré je sti¢tom W
¢isel polpriestorov, do ktorych tento bod patri. e

Potom l'ubovol'na tisecka z jedného bodu do druhého
bodu pretina tie roviny, ktorych ¢isla obsahuje logicky sucet Cisel priradenych koncovym bodom.
Napriklad ak si zvolime ¢isla polpriestorov (rovin) a vyjadrime ich v dvojkovej ststave takto:
predny I, zadny 10, lavy 100, pravy 1000, spodny 10000 a horny 100000, potom ak mame prvy
bod tusecky, ktory lezi v l'avo-prednom a druhy bod v pravo-zadno-hornom polpriestore, ich ¢isla
budu /01 a 101010, tiseCka medzi tymito dvomi bodmi pretina vSetky roviny okrem spodne;,

ked’ze logicky sucet tychto ¢isel je 101111. Mozeme vSak vyuzit' opét’ to, Ze ak tieto ¢isla maja
logicky suc¢in iny ako 0, potom sa nachadzaji v spolo¢nom polpriestore, a preto nemaju prienik

s viditelnou oblastou. Dalej sa da pouzit to, Ze ak maju body tsecky &isla 7 a 10, 100 a 1000 alebo
10000 a 100000, lezia vlastne "oproti" sebe a useCka medzi nimi urcite prechddza viditelnou
oblast'ou. Ak sa nedd vyuzit’ ani jedna z tychto vlastnosti, musime zistit’ vSetky priese¢niky tsecky
so ziskanymi rovinami a otestovat’, ¢i sa tieto nachadzaji vo vnutri viditel'nej oblasti. Pre prednt

a zadnu rovinu pre ziskanie suradnic viac-menej sta¢i dosadit’ z-ovu stradnicu roviny do rovnice

. , , . , " o
usecky. Pre inu, napriklad pravi rovinu musi platit 4+ev=(f tg?,aer ev,.a + ev_) , kde

A=(a,, a,, a_) je zaGiatoény bod usecky, v=(v_, v, v_) je vektor secky a e, f st hladané

¢isla, opisujuce prienik. Tento vzt'ah staci riesit’ v rovine, ked’Ze jedna stradnica roviny v priestore
je zavisla od d’al’'sich dvoch. Mézeme vsak vyuzit to, Ze ak z je z-ova stradnica prieseénika, plati
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I
a —a, tg?
, Z toho g=———— a sUradnice priese¢nika budu

[ 0(

ax-l—qvx:ztg?:(az—i-qu)tg?
I

vztg?—vx

A+ qv . Nakoniec mézeme vypocet g zhrnut’ do nasledujucej tabul’ky:

[0 [0
ax—i-aztg? ax—aztg?

Lavarovina: ¢q=— I Pravarovina: ¢g= .
vztg?Jrvx vztg?—vx
ay+aztg§ ay—aztgg

Spodna rovina: g=————— Horné rovina: ¢ = 5
vztg3+vy Vzth_Vy

7 . Zmin B az ’ . Zmax —a,
Predna rovina: ¢g= - Zadna rovina: g= v—

z z

Stradnice priese¢nika buda 4A+qv .

Teraz uz staci iba zistit,, €i prieseCniky lezia vo viditeI'nej rovine, na o staci pouzit’ ten isty spdsob,
ako pri zistovani polohy krajného bodu obalky voci viditeI'nej oblasti.

Obsiahnutost viditelnej oblasti v obdlke
Aj ked’ vSetky predchadzajuce sposoby nenajdu spolocny bod, moZze nastat’ situdcia, Ze obalka

obsahuje celu viditeInt oblast’. Vtedy nam stac¢i zobrat’ 'ubovol'ny bod viditeI'nej oblasti - M
a pokusit’ sa zistit’, ¢i sa nachadza vnutri obalky.

Ked’Ze obalka ma tvar kvadra, da sa C D
vyuzit’ skuto¢nost’, Ze ak kolmé
priemety bodu na 'ubovolné dve +

D navzdjom kolmé steny obalky sa M *M
nachadzajt vnitri obdlznikov A B

s rozmermi stien, potom sa samotny bod nachadza
vnutri obalky. Ak si teda zvolime 'ubovolné Styri
body A4, B, C a D tak, aby urcovali dve na seba
A kolmé roviny, potom Use¢ky AB, BC a CD tvoria
ortogonalnu bazu trojrozmerného priestoru B C
C a projekcie bodu M do nich nam daji jednoznacné, vzajomne
B nesuvisiace siradnice v tejto baze. Ak vSetky suradnice budu z

intervalu (0, 1) , potom bod ur¢ite patri do vnutra obalky.

Jednotlivé stradnice vypocitame pomocou vztahov

M- AB
" AB- AB
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M- BC

BC BC - BC
_ M-CD
" CD-CD

Premietanie na oddelujuce osi

Predchadzajici sposob vyuzival presné stradnice priese¢nikov useciek s rovinami viditelnej
oblasti a ak sa tieto priesecniky nachadzali vo vnutri vidite'nej oblasti, vyplyvalo z toho to, Ze
samotna obalka sa nejakou cCastou nachadza vnutri tejto oblasti. AvSak pre zistenie, ¢i sa dva
konvexné polyédre pretinaji, nemusime poznat presné suradnice ich vzdjomnych priese¢nikov.
Sta¢i nam vyuzit' to, Ze ak sa dva konvexné polyédre nepretinaji, urcite existuje rovina, ktora
rozdel'uje priestor na dva polpriestory, z ktorych kazdy obsahuje jeden z polyédrov. Na zistenie, ¢i
rovina oddel'uje dva polyédre staci premietnut’ vSetky body polyédrov na priamku rovnobezna s
norméalou roviny (oddel'ujicu os). Suradnice bodov polyédra na tejto priamke vytvoria uzavrety
interval, kazdy polyéder jeden. Ak sa tieto intervaly neprekryvaji (nemaju spolo¢né body), potom
rovina je skutone deliacou rovinou oboch polyédrov (rozdeluje oba polyédre do dvoch
disjunktnych polpriestorov) a oba polyédre sa nepretinaju. Taz$im problémom je viak najst’ takiito
rovinu alebo vymedzit’ kone¢ny pocet rovin, ktoré mozu byt deliacimi rovinami dvoch konvexnych
polyédrov. Mnozina tychto rovin musi byt dostato¢nou v tom zmysle, Ze ak ani jedna z tychto rovin
nie je deliacou rovinou dvoch konvexnych polyédrov, neexistuje ani ziadna ina deliaca rovina.

Pre konvexné polyédre sa ukazuje byt dostato¢nou
mnozina vSetkych povrchovych rovin oboch polyédrov
a rovin, ktoré st rovnobezné s ich hranami. Potom
urcite rovina, ktora je rovnobeznd s nejakou rovinou

z tejto mnoziny rozdel'uje oba polyédre (pokial’ nemaji
spolo¢ny prienik). Ak z kazdého polyédra pouzijeme
po jednej hrane a z nich vytvorime rovinu, dostaneme
rovinu, ktora je urcite rovnobeznd s dvomi hranami,

po jednej v kazdom polyédre (s tymi, z ktorych je
tvorend), a teda moze byt pouzitd na testovanie.

Pre pripad obdalky a viditeI'nej oblasti vidno,

ze jedineénych povrchovych rovin obdlky je 3,
viditeI'nej oblasti 5, unikatnych smerov hran obalky je
3, viditeI'nej oblasti 6. Z tychto smerov hran mézeme
vytvorit’ najviac 3 * 6 = 18 rovin, ktoré st rovnobezné
s jednou hranou viditeI'nej oblasti a jednou hranou obalky. Spolu teda mame 26 rovin, ktoré mame
vyskusat’. Pre kazda rovinu musime vypocitat normalovy vektor n (napriklad vektorovym suc¢inom
dvoch hran, tvoriacich rovinu), a potom urobit’ projekciu vsetkych bodov polyédrov na priamku
rovnobeznu s vektorom n.

Ak p; su stradnice bodov obélky P; vo vektore n v tvare p, = a podobne v; su suradnice

n-n
V. n
n-n

mimimom a maximom z hodnot p;, Vimin @ Vime SO Minimom a maximom z v; , rovina s normalovym

vektorom nm  navzijom  oddeluje  obdlku a  viditelnd  oblast  vtedy, ak

CPin s Poac? VY s Vo) =8 . Toto zistovanie musime vykonavat' s kazdou rovinou z danej

mnoziny az pokial’ nendjdeme taku rovinu, pre ktori by predosla podmienka vyhovovala. Vtedy by

sme nasli jednu deliacu rovinu. Pokial’ by sme presli vSetky roviny z mnoziny a napriek tomu by
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predosla podmienka nebola splnend ani pri jednej z mich, potom je isté, ze obalka a viditeI'na oblast’
maju spolo¢ny prienik.

RozSirenie viditelnej oblasti v zdvislosti na rozmeroch a tvare obdlky

Dal’$i sposob na rozdiel od ostatnych sposobov umoziiuje zistenim polohy jediného bodu obalky
urcit,, ¢i je obalka viditelna, ¢i lezi na okraji alebo ¢i lezi mimo viditeI'nej oblasti. Ak si zvolime
I'ubovolny bod nachadzajici sa v obdlke a tuto obalku potom postivame po vsetkych rovinach
viditeI'nej oblasti z vnutornej i vonkajsej strany tak, aby sa ich dotykala, zvoleny bod vytvara dve
nové oblasti - vautornu a vonkajsiu. Potom ak tento bod lezi mimo vonkajSej oblasti, celd obalka
lezi mimo vidite'nej oblasti a s objektom nemusime vobec
pracovat. Ak lezi vo vnutornej oblasti, obalka lezi uplne vo
viditel'nej oblasti a objekt mdZeme vykreslovat’ bez toho, aby
sme museli orezavat’ mnohouholniky, z ktorych je zloZzeny. Ak
lezi medzi vnutornou a vonkajSou oblastou, je velka
pravdepodobnost’, Ze obalka lezi na rozhrani viditeI'nej oblasti
a mnohouholniky objektu by museli byt podrobené
orezavaniu. O obdlke vSak vtedy nemdzeme s uplnou istotou
tvrdit, Ze vobec zasahuje do viditelnej oblasti, pretoze
vonkaj$iu oblast’ kvoli ul'ahéeniu vytvorime iba zo Siestich
vonkajsich rovin, ktoré su rovnobezné s rovinami viditelnej
oblasti. Skutoény tvar vonkajSej oblasti by sa od
zjednodusenej" mohol li§it' tym, Ze by mal "zrezané" rohy.
\ Zjednodusena" vonkajSia oblast’ teda ohranicuje celu
S vonkajSiu oblast a v rohoch kusok oblasti, ktorda uz do

vonkajSej oblasti nepatri. Vnutorna oblast’ tento problém
nema, pretoze urcite vznikne Sest’ rovnobeznych rovin.

Y !
\
,
0 X,y
N

Ak sa pozrieme na obrazok, vidime, Ze vSetky vzniknuté roviny st posunuté o urcitu hodnotu
v smere suradnicovej osi od rovin viditel'nej oblasti. Ostdva ndm teda zistit’ velkost” tohto posunu.

Zvol'me si 'ubovolny bod leziaci v obalke - bod Ch=(x,y,z)
Chceme zistit', aky je velky posun pravej roviny viditeI'nej oblasti.
Zaujima nas vlastne velkost” x, , ktord ndm hovori, na aka vzdialenost’
mdzeme posunit’ bod Ch dol'ava, aby sa obalka dotykala prave;j
roviny. Na to, aby sme ju zistili, musime prejst’ vSetky krajné body
obalky a najst’ maximalny posun roviny doprava zo vsetkych posunov. P ‘
Velkost tohto posunu od bodu Ch pri kazdom krajnom bode obalky 0 X' x X
zistime, ak vyuZzijeme smer priamky patriacej pravej rovine viditelnej oblasti v rovine xz a to, ze
tento krajny bod na nej musi lezat. Ak (x,.y,.z,) su suradnice krajného bodu obélky a a je
priemet zorného uhla do roviny xz, potom mozZeme napisat’ tg% = ka _XZ Jkde x' je x-ova

k
suradnica bodu na priamke roviny s rovnakou z-ovou stradnicou ako mé bod Ch. Z tohto vzt'ahu

mdZeme vyjadrit’ X,

xd=max{x—x’}=max{ x—xk+tg%(zk—z)} ,k=1.8

Dostali sme hodnotu, o ktori musime posunuat’ pravi rovinu viditeI'nej oblasti, aby sme z nej dostali
pravu vonkajsiu rovinu. Podobne mdzeme postupovat’ aj pri ostatnych rovinach.
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Vypocet tychto hodnot mézeme zhrnut’ do prehl'adu vztahov, ktoré platia pre jednotlivé roviny:

Vonkajsie:

) . X .. X
Lava:  x, =max xk—x+tg3(zk—z) Prava: x  =max x—xk+tg?(zk—z)
Dolna: _ B . _ B

olna: y, =max yk—y+tg3(zk—z) Horna: y, =max y—yk+tg?(zk—z)
Prednd: z,,=max{z,—z} Zadna: z_,=max{z—z}
Vnutorné:

s 4 X , [0.4
LPava: x,=max x—xk—tg?(zk—z) Pravd: x, =max xk—x+tg?(zk—z)
Dolnd: v, = B iy = B

olna: y, =max y—yk—tgz(zk—z) Horna: y, =max yk—y+tgz(zk—z)
Predna: z, = max{ z— Zk} Zadna: z_ = max{ zZ, - z}

Nakoniec staci zistit,, ¢i sa bod Ch nachddza vo vonkajSej a vnutornej oblasti. MdZeme pouzit’
rovnaké zistovanie polohy bodov ako pri prvom spdsobe zistovania obsiahnutosti obalky vo
viditeI'nej oblasti, musime vsak zistit’ nové zaciatky vnutornej a vonkajse viditel'nej oblasti, ktoré uz
teraz nie su rovné 0, a taktiez opravit’ hodnoty z,i» a Zmax.

Pri zistovani vonkajSieho prieniku sa ndm stredny bod posunie do bodu

x, +x + x, +x
S — ( Im pm , ydm yhm - Im pm Ctgﬁ , me — Zrm a Zmax= sz
2 2 2 2
Pri vnutornom prieniku sa nam stredny bod posunie do bodu
X, +x y, +y,  x +x 104
v v dv hy ! — —
= ( . , s - & ctg — s Zmin = Zn A ZpnT 2.,
2 2 2 2

Bod Ch a taktiez z,» a zu.x posunieme o bod S (aby bol § totozny s bodom 0) a otestujeme, ¢i sa
bod Ch nachadza vnutri oblasti. MoZu nastat’ tri pripady:

Ch sa nenachddza vo vonkajsej oblasti
- ziaden bod obalky nie je vo vnutri viditeI'nej oblasti.

Ch sa nachadza vo vonkajsej ale nie vo vnutornej oblasti
- niektoré body obalky sa mézu nachadzat’ vnutri viditeI'nej oblasti, musime orezat’ mnohouholniky

Ch sa nachadza vo vonkajsej aj vo vnutornej oblasti
- vSetky body obalky sa nachadzaji vnutri viditelI'nej oblasti, nemusime orezavat mnohouholniky.
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Cisla s pevnou radovou ¢iarkou

Na vyslednt rychlost’ zobrazovania ma velky vplyv zvolena reprezentacia ¢isel. Pocitac¢
vo vSeobecnosti pracuje s dvomi druhmi ¢isel - s celymi ¢islami a redlnymi ¢islami s pohyblivou
radovou ¢iarkou. Na mnohych procesoroch plati, Ze operacie s celymi ¢islami st mnohokrat
rychlejsie ako s realnymi ¢islami (aj ked’ sa to neda zovSeobeciiovat)), preto je vhodné zamyslat’ sa
nad tym, ¢i by nebolo mozné pomocou celych ¢isel vyjadrit’ aspoii nejaké redlne ¢isla. Jednou z
moznosti je ukladat’ si do celych ¢isel celu ¢ast’ nasobku redlneho ¢isla ¢islom, ktoré je vicsie ako
1. Ak bude tento nasobok v tvare 2!, potom takéto ¢isla budi mat’ na i-tom bite hranicu medzi celou
a desatinnou Cast'ou Cisla, a preto sa nazyvaju Cisla s pevnou radovou ciarkou. Tieto ¢isla mdézeme
opisat’ tromi hodnotami a/b/c - prva urcuje pocet bitov celého ¢isla, druha pocet bitov, ktorti zabera
celd Cast’ ¢isla a tretia pocet bitov, ktoru zabera vo vyslednom cisle desatinna cast’ povodného Cisla.
Casto sa pouzivaji ¢isla 16/8/8, 32/16/16 alebo 32/24/8. Rozdiel medzi poslednymi dvomi spo&iva
v modifikaciach nasobenia a delenia, aby odrdzali int polohu radovej Ciarky operandov.

Ako zapisat’ pomocou ¢isla v tvare 32/16/16 ¢islo 15,2787 ? 32/16/16 nam hovori, Ze desatinna
Cast’ &isla zabera 16 bitov, teda povodné ¢&islo je nutné najskor prendsobit’ ¢islom 2'°, a potom vziat’
jeho celu ¢ast’. Dostavame ¢islo 1001304. Ak sa na toto ¢islo pozrieme v hexadecimalnej ststave,
potom vidime, ze jeho tvar je 0F4758H. Ked'Ze kazda Cislica v tejto stistave opisuje hodnotu 4-och
bitov, 4 ¢islice opisujui hodnotu 16-tich bitov. Ked’ zoberieme posledné Styri Cislice, tie ndm davaja
"desatinnu" Cast’ ¢isla (v skutocnosti ide o Sestnastinnu cast’). Preto mdZeme pred posledné Styri
¢islice vlozit’ radovu ¢iarku. Dostdvame nakoniec ¢islo F,4758, ¢o je pribliznym vyjadrenim ¢isla
15,2787 (skutocné ¢islo, ktoré je tymto zadpisom vyjadrené je 15,278686523438...).

Operdcie s ¢islami s pevnou rddovou cCiarkou

Ak chceme pouzivat’ tento sposob vyjadrenia ¢isel, mali by sme byt’ schopny vyjadrit
elementarne operacie ako je s€itanie, od¢itanie, ndsobenie a delenie.

Scitanie a odcitanie

Ak scitavame alebo odc¢itavame dve ¢isla s pevnou radovou ¢iarkou, moéZeme pouzit’ obycajné
s¢itanie alebo od¢itanie tychto celych ¢isel, pretoze pri tychto operaciach na urovni bitov nie je
rozdiel medzi tymito reprezentaciami Cisel.

Ndsobenie

Na nésobenie takisto pouzijeme nasobenie celych ¢isel. Problém je v§ak v tom, zZe ndsobime dve
Cisla, ktoré st redlne, tak, akoby boli celé. Ak mame nasobit’ dve Cisla 32/16/16, potom pri nasobeni
ich berieme akoby boli 32/32/0. Po nasobeni dostdvame vysledok v tvare 64/64/0 (zdvojnasobi sa
pocet Cislic) a my z neho potrebujeme spétne vytvorit’ ¢islo 32/16/16.

Nasobenie dvoch realnych ¢isel moéZzeme napisat’ ako a - b = ¢. Pomocou ndsobenia celych ¢isel
viak nasobime a2'® - b2'® = ¢2%. O¢akavali by sme vsak ¢2'°. Preto vysledok nasobenia celych
¢isel musime podelit’ ¢islom 2%, aby sme dostali ziadany vysledok. Toto delenie sa v assembleri
vykona vel'mi jednoducho pomocou aritmetického posunu vpravo cez dvojicu registrov.

Pri nasobeni vznika vel'mi vysoké riziko pretecenia a z toho vyplyvajlcej nepresnosti vypoctu.
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Delenie

Delenie podobne ako ndsobenie presahuje rozsah ¢isel, avsak nie vo vysledku, ale v delenci.
Ak delime dve redlne Cisla a : b = ¢, potom pri reprezentacii v ¢islach 32/16/16 by sme delili
a2'®: b2'% = ¢. Takyto tvar vysledku vSak nepotrebujeme, pretoze vyzadujeme vysledok v tvare
¢2'®. Preto delenec vopred musime dat’ do tvaru ¢2*%, ¢im vSak presiahneme pocet bitov, uréenych
na ¢islo. Nastastie, podobné problémy maju aj operacie s celymi ¢islami, preto sa v procesoroch
na delenec zvyknu vyhradit’ dva registre, z ktorych jeden urcuje hornu a druhy dolnu Cast’ delenca.
Potom po tprave tychto registrov mozno vyuzit' delenie celych cisel.

Pri deleni vznika nebezpecenstvo delenia ve'mi malym ¢islom alebo nulou, ¢o ma za nasledok
vyvolanie preruSenia a znemoZnenie dokoncenia vypoctu.

Iné operdcie

Medzi d’al’Sie typy operacii, ktoré sa ¢asto vyuzivaju patria napriklad trigonometrické operacie,
ako je sinus alebo kosinus. Rozvoj do ortogonalnych radov a aproximécia pomocou nich je vSak
pri tychto ¢islach iba vel'mi tazko rieSiteIna. Preto sa vyuziva tabul’kovanie hodnot s urcitym
krokom. Pre sinus staci vlozit’ do tabul’ky funknéné hodnoty zo Stvrtiny periddy a zvySok
symetricky doplnat’.

Z d’al’sich operacii je ¢asto vyuzivana druhd odmocnina. Tu staéi pouzit’ iterativny algoritmus,
ktory ma vel'mi presné vysledky aj pri tejto reprezentacii Cisel.

Akumuldcia chyby

Ked’Ze realne ¢isla popisané ¢islami s pevnou rddovou ¢iarkou maju obmedzenu presnost’,
vznika pri praci s nimi chyba. Tato chyba s vyrazne zvySuje pri operaciach nasobenia, preto je
vhodné, aby sa v programe vyuzivali ndsobenia ¢o mozno najmenej. Preto treba preferovat
vypocty, ktoré maju vlastnost’ zlucovania viacerych multiplikativnych operacii do jedne;.

Pri vypoctoch si je tiez potrebné davat’ pozor na pretecenie, ktoré sice nesposobi priame zrutenie
programu, mdze vsak byt zdrojom mnohych chyb, ktoré sa vel'mi tazko hl'adaju a ich prejavy
obtiazne zatried’ujl, avSak maji osudny vyznam pre funkénost’ programu.

Ako jedna z mozZnosti spresnenia vypoc¢tov, minimalizovania chyby a vyhybania sa preteeniu sa
javi aj spojenie operacie nasobenia a delenia do jednej operacie. Najskor dve ¢isla vyndsobime,
akoby boli celé, ale vysledok neupravujeme. Tento vysledok moZeme brat’ ako pripraveny
celociselny delenec a staci ho vydelit’ delitel'om, pricom dostavame spravny vysledok. Ak by sme
postupovali samostantne, najskor vynasobili dve ¢isla, upravili vysledok, ten potom upravili do
tvaru delenca a vydelili, Upravami medzi nasobenim a delenim by sme riskovali nezachytenie
pretecenia pri nasobeni.
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