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Úvod
     Táto kniha vznikla ako pokus podeliť sa o skúsenosti a nápady, ktoré vznikli pri programovanírozsiahlej š ieho systému na zob razovanie 3D  polygonálnyc h ob j ektov.   J eho úmyslom b olo tiežprib líž iť ostatný m ľ uď om záž itok z tvorb y vlastného podob ného systému, nevynímaj úc  úplnyc hzač iatoč níkov na poli poč ítač ovej  graf iky.
     K niha j e rozč lenená na č asti, z ktorý c h kaž dá sa zaob erá základný mi ob lasťami poč ítač ovejgraf iky, ktoré sú zoradené tak, ab y č o naj viac  na seb a nadvä zovali.  K až dá z uvedený c h č astí j erozob eraná omnoho podrob nej š ie v odb ornej  literatúre, ktorá vš ak nemusí b yť dostupná š irokémuokruhu ľ udí, preto sú niektoré š pec if ic ké č asti opísané podrob nej š ie, kladúc  vä č š ie nároky namatematic ké myslenie č itateľ a.
     Š tý l vä č š ej  č asti inf ormác ií v knihe j e prispô sob ený  práve č itateľ om, ktorí nie sú matematic kyvzdelaní na vysokej  úrovni, a preto podstatná vä č š ina vzťahov j e odvodená a popísaná voľ nej š ím,nef ormálnej š ím š tý lom.
     Ď aľ š ím c ieľ om knihy j e ob j asniť použ ívateľ om rô znyc h graf ic ký c h š tandardov princ ípy, naktorý c h sú tieto š tandardy postavené, ab y č itateľ  mohol prej sť od prístupu k š tandartu ako k č iernejskrinke s urč itý mi f unkc iami, k plnému uvedomovaniu si matematic kej  podstaty f unkc ionalitypouž ívaný c h f unkc ií, až  k spoluprác i na tvorb e podob ný c h š tandardov.
     K niha sa taktiež  venuj e niektorý m prehliadaný m prob lémom zob razovania, ako sú c hyb ynaj použ ívanej š ieho typu perspektívnej  proj ekc ie.
     D úf am, ž e kniha b ude motivovať naj mä  k vlastnej  tvorb e a ď aľ š iemu rozš irovaniu množ stvanápadov a tvorivosti, ktoré sú typic ké pre ob lasť programovania.
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Súradnicové systémy
     Pri opise trojrozmerného priestoru si na začiatku musíme zvoliť súradnicový systém,
s ktorým b udeme pracovať. Z á roveň  musíme vedieť, ako mô ž eme transf ormovať vzá jomne
medzi seb ou rô zne súradnicové systémy.
     Z vyčajne kreslíme súradnicový systém tromi úsečkami zakončenými š ípkou, určujúcou smer
ná rastu danej súradnice. T ieto úsečky predstavujú pre ná s b á zické vektory priestoru, z ktorých
vytvoríme súradnicové osi ( kaž dý b á zický vektor určuje jednu súradnicu b odu vyjadreného v danej
b á ze) . V o vš eob ecnosti ná m b á za rozdeľ uje vektorové priestory na dva typy –  ľ avotočivý a
pravotočivý.
Pravotočivý súradnicový systém

Pravotočivý súradnicový systém identif ikujeme pomocou
determinantu b á zy. A k je tento determinant kladný, jedná  sa o
pravotočivý súradnicový systém. A ko pomerne zavá dzajúca
pomô cka sa použ íva nasledovné pravidlo:  ak osi  tvoria
vektory x, y a z, potom musí platiť, ž e ak sa pozrieme z miesta
tretieho vektora na rovinu tvorenú ď aľ š ími dvomi, potom
musí prvý vektor prechá dzať kratš ou cestou proti smeru
hodinových ručičiek do druhého vektora podľ a vzťahov

z
x y

x
y z

y
z x

Z á pis znamená , ž e prvý spodný vektor prechá dza proti smeru hodinových ručičiek do druhého pri
pohľ ade z horného.
Ľ avotočivý súradnicový systém

O pakom pravotočivého je ľ avotočivý súradnicový systém.
D eterminant jeho b á zy je zá porný. Platia v ň om opačné
vzťahy ako v pravotočivom, teda ak sa pozrieme z miesta
tretieho vektora na rovinu tvorenú ď aľ š ími dvomi vektormi,
potom prvý vektor musí kratš ou cestou prechá dzať do druhého
v smere hodinových ručičiek podľ a vzťahov

z
x y

x
y z

y
z x

T eraz sa vrá ťme k tomu, prečo je tento spô sob  určovania “ točivosti”  priestoru zavá dzajúci. D ô vod
je prostý:  b á zické vektory nemajú ž iaden súvis s tým, s akou orientá ciou zob razíme súradnicové
osi. “ T očivosť”  je vlastnosťou b á zy, nie spô sob u zob razenia na papieri.
K de  sa p re j avu j ú odl iš né vl astnosti inak  “ točivých ”  p rie storov ?
Prob lém vzniká  pri vektorovom súčine. A k sa pokúsime vyjadriť dva vektory a, b v pravotočivom a
ľ avotočivom súradnicovom systéme ( teda v prísluš ných b á zach) , potom výsledky vektorového
súčinu v pravo-  a ľ avotočivom súradnicovom systéme vyjadrené v rovnakej b á ze B  b udú mať
opačné znamienka: aľ× bľB=−a p× bp B .
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Vektorový súčin dvoch vektorov a=ax , a y , a z  a b=bx , b y , b z  sa dá  vy j adriť  sy m b ol icky  ako
determ inant ∣

ax a y a z

bx b y b z

x y z
∣ ,  kde x,  y ,  z sú sy m b ol ické  vy j adrenia súradnicových osí . K až dý

determ inant reg u l á rnej  m atice A  roz m eru n×n z l ož enej  z  p rvkov a ij m ô ž em e vy j adriť  ako
∣A∣= ∑

∈M
−1 p 

a1,1 a2,2 an ,n  ,  kde M  j e m nož ina p erm u tá cií  čisel  1 ,  2 ,  ... n a p ( )  j e
p arita p erm u tá cie . A k si vez m em e dve b á z y ,  z  ktorých j e j edna p ravo-  a dru há  ľ avotočivá ,  p ričom
sa l í š ia ib a tým ,  ž e j edná  z  nich m á  vy m enené  p oradie riadkov ( teda m á  navz á j om  z am enené  dvesúradnicové  osi) ,  p otom  p ri výp očte vektorových súčinov v kaž dej  z  dvoch b á z  dostá vam e rovnakésčí tance,  aku rá t vž dy  s op ačným  z nam ienkom  ( z m enil i sm e p aritu  p erm u tá cie,  v ktorej  sa sčí tancenachá dz aj ú) .
V ď aľ š í ch častiach b u de súradnicový sy sté m  z ob raz ovaný ako na ob rá z ku  p ri ľ avotočivomp riestore. S úradnica z v ň om  b u de nadob údať  výz nam  hĺ b ky  ob raz u ,  x b u de oz načovať  š í rku  a yvýš ku  ob raz u  ( p ohľ adu ) . A k neb u de u vedené  inak,  “ točivosť ”  p riestoru  neb u de m ať  p re výp očtyž iadny  výz nam .
Bá za  pri e s t o ru
     B á z a p riestoru  j e sústava vektorov,  p om ocou  ktorých m ô ž em e p op í sať  daný p riestor. T ýchtovektorov m u sí  b y ť  toľ ko,  koľ ko m aj ú roz m erov a m al i b y  b y ť  navz á j om  l ineá rne nez á visl é . 
P oz rim e sa na z vy čaj nú b á z u  troj roz m erné ho p riestoru  E3 ,  ktorú m ô ž em e vy j adriť  p om ocou  m atice

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1]

P rvý riadok si naz vem e vektorom  osi x,  dru hý vektorom  osi y a tretí  vektorom  osi z. T ieto vektorysú navz á j om  nevy j adriteľ né  ( nez á visl é )  a j e ich toľ ko,  koľ ko j e roz m er kaž dé ho z  nich ( z á roveň  súna seb a kol m é ) . P reto p om ocu  nich m ô ž em e vy j adriť  cel ý troj roz m erný p riestor. A k m á m e b od so
súradnicam i a , b , c v tej to b á z e,  j eho sku točnú p ol ohu  m ô ž em e roz p í sať  ako a x b y c z .
K eď ž e b á z ické  vektory  m aj ú taký tvar,  aký m aj ú,  dostá vam e op ä ť a , b , c . A ké  b y  to b ol o p ri
inej  b á z e ?  Vy tvorm e si inú b á z u ,  nap rí kl ad

[
1 0 −1
2 1 0
0 3 2 ]

A k m á m e súradnice a , b , c b odu  v tej to b á z e,  j eho p ol ohu  v p riestore E3 vy j adrí m e
ako a x b y c z= a 1 ,0 ,−1 b 2 ,1 ,0 c 0 ,3 ,2 . B á z u  teda m ô ž em e op í sať  ako sústavu
sm erov,  v ktorých vy j adru j em e b od z  p riestoru  ( od p očiatku  v 0) . A ko vš ak vy j adriť  b od z  p riestoruv nej akej  b á z e ?  A k j e r vektor súradní c v p riestore s b á z ou  B,  p otom  viem e,  ž e j eho ob raz  p v b á z e
p riestoru  E3 j e rovný p= r B .
     P rená sob ení m  súradní c b á z ou  teda dostá vam e súradnice v j ednotkovej  b á z e E3 . M y  vš akp otreb u j em e z í skať  op ačný vz ť ah. Vy u ž ij em e p reto vl astnosti inverz nej  m atice.
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p= r B
     pB− 1= r B B− 1

      pB− 1= r

S ú r a d n i c e  v  p r i e s t o r e  s t a č í  v y n á s o b i ť  i n v e r z n o u  m a t i c o u  b á z y  a  d o s t á v a m e  s ú r a d n i c e  v  b á z e .
Absolútny súradnicový systém
     P r i  v y t v á r a n í  r e p r e z e n t á c i e  p r i e s t o r u  s i  z v ä č š a  z v o l í m e  s ú r a d n i c o v ý  s y s t é m  a  v  ň o m  s a  s n a ž í m e
v y j a d r o v a ť  s ú r a d n i c e  v š e t k ý c h  o b j e k t o v . T e n t o  s ú r a d n i c o v ý  s y s t é m  j e  p e v n ý ,  k a ž d ý  b o d  v  ň o m  m á
s v o j e  p e v n é  m i e s t o ,  k t o r é  s a  n e m e n í . P r e t o  h o  n a z ý v a m e  absolútnym súradnicovým systémom.
P r á c a  s  n í m  j e  n á r o č n e j š i a ,  p r e t o ž e  p r i  m a n i p u l á c i i  s  o b j e k t a m i  v ž d y  m u s í m e  b r a ť  d o  ú v a h y  m i e s t o ,
k d e  s a  o b j e k t  n a c h á d z a  a  v ý s l e d n é  t r a n s f o r m á c i e  o b j e k t o v  v y z e r a j ú  n a  p o h ľ a d  z l o ž i t e j š i e .
R e latí vny súradnicový systém
     T e n t o  s y s t é m  s a  v y u ž í v a  n a j m ä  p r i  u r č o v a n í  p o h ľ a d u  n a  p r i e s t o r . A b s o l ú t n y  s ú r a d n i c o v ý  s y s t é m
s a  p r e t r a n s f o r m u j e  t a k ,  a b y  m i e s t o  p o h ľ a d u  l e ž a l o  v  z a č i a t k u  s ú r a d n i c o v e j  s ú s t a v y ,  o s  z i š l a  s m e r o m
" d o  o b r a z u "  a  o s i  x a  y b o l i  r o v n o b e ž n é  s  o k r a j m i  o b r a z u . P o t o m  s a  t r a n s f o r m á c i e  o b r a z u  d a j ú
v y j a d r i ť  j e d n o d u c h š i e ,  p r e t o ž e  o d p a d á  p o v i n n o s ť  c e n t r o v a n i a  a  n a k l á ň a n i a  o b j e k t o v .
     P r e c h o d  m e d z i  t ý m i t o  d v o m i  s y s t é m a m i  j e  z a l o ž e n ý  n a  p o s u n u t í  p ô v o d n ý c h  o b j e k t o v  o  n o v ý
s t r e d ,  k t o r ý  s a  s t á v a  b o d o m  0 a  p r e n á s o b e n í  i n v e r z n o u  m a t i c o u  b á z y  a b s o l ú t n e h o  s ú r a d n i c o v é h o
s y s t é m u .
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Homogénne súradnice
Pozrime sa, ak o p reb ieh a t ran sf ormovan ie b od ov p riest oru n a vý sl ed n ý ob raz. A k má me p riest orzl ož en ý z mn ož st va ob j ek t ov, zrej me b u d eme n aj sk ô r c h c ieť u rob iť n ej ak ú t ran sf ormá c iu , k t orá sat ý k a ib a j ed n é h o ob j ek t u - n ap rí k l ad j eh o p osu n u t ie a ot oč en ie. T ú t o t ran sf ormá c iu si n azvime
M  , k d e  j e ob j ek t , k t orý t ran sf ormu j eme. Ď aľ š iu t ran sf ormá c iu c h c eme u rob iť u ž so vš et k ý mi
ob j ek t ami, p ret ož e vy j ad ru j e sp ol oč n ú vl ast n osť vš et k ý c h ob j ek t ov. T ak ou t o t ran sf ormá c iou mô ž eb y ť n ap rí k l ad n at oč en ie p riest oru t ak , ab y j eh o sú rad n ic e n eb ol i ab sol ú t n e, al e ab y vy j ad roval i
sú rad n ic e p ri p oh ľ ad e oč ami. T ú t o t ran sf ormá c iu si n azvime C  . N ak on iec p ot reb u j eme
t ran sf ormá c iu , k t orá n á m t roj rozmern é sú rad n ic e zmen í n a d voj rozmern é sú rad n ic e v ob raze -
n azvime si j u P � . Pot om p re k až d ý ob j ek t mô ž eme vy j ad riť j eh o t ran sf ormá c iu z ab sol ú t n y c h
sú rad n í c p riest oru d o sú rad n í c ob razu ak o P °C °M =P C M  . Pozrime sa, ak o b y
vy zeral i vzť ah y p re t ran sf ormá c iu , ak b y t ran sf ormá c ie b ol i l in eá rn e, t .j . d al i b y sa vy j ad riť
p omoc ou mat í c . T ran sf ormá c iu M  b y b ol o mož n é vy j ad riť p omoc ou mat ic e M, C  p omoc ou
mat ic e C a P � p omoc ou mat ic e P. V ý sl ed n á t ran sf ormá c ia b y mal a t var M�C �P . A k b y sme
mal i ob j ek t  d an ý vo f orme mat ic e t ak , ž e j eh o riad k y b y ob sah oval i j ed n ot l ivé b od y a st ĺ p c e v
t ý c h t o riad k oc h b y vy j ad roval i p o j ed n ej sú rad n ic i p riest oru , moh l i b y sme n ové sú rad n ic e 
ob j ek t u  zí sk an é p o t ran sf ormá c ii vy j ad riť ak o =�M�C �P . V ý p oč et t ý c h t o sú rad n ic j e
mož n ý d vomi sp ô sob mi - n aj sk ô r p ren á sob iť sú rad n ic e mat ic ou M, p ot om n ové sú rad n ic e
p ren á sob iť mat ic ou C, a n ak on iec vzn ik n u t é sú rad n ic e p ren á sob iť mat ic ou P. T ý mt o sp ô sob om b ysme sí c e zí sk al i k orek t n ý vý sl ed ok , avš ak b y sme p red l ž oval i č as ú mern e p oč t u p ou ž it ý c ht ran sf ormá c ií . M ož eme al e vy u ž iť vl ast n osť mat í c , p omoc ou k t orej zí sk ame k on š t an t n ý č as p re
ľ u b ovoľ n e veľ k ú t ran sf ormá c iu . A k si n aj sk ô r vy p oč í t ame c el k ovú t ran sf ormá c iu T =M�C �P ,
p ot om vzť ah med zi p ô vod n ý mi sú rad n ic ami v p riest ore a v ob raze vy j ad rí me j ed n od u c h o ak o
=�T . Po rozp í san í  d ost an eme:

[
x0  y 0  z 0
x1  y 1  z 1
x2  y 2  z 2
x3  y 3  z 3
x4  y 4  z 4

�

xn  y n  z n

]�[T 11 T 12 T 13T 2 1 T 2 2 T 2 3
T 3 1 T 3 2 T 3 3

]=[
x0  y 0  z 0
x1  y 1  z 1
x2  y 2  z 2
x3  y 3  z 3
x4  y 4  z 4

�

xn  y n  z n

]
J e t ed a zrej mé , ž e j e vý h od n ej š ie sk l ad ať p od t ran sf ormá c ie d o j ed n ej t ran sf ormá c ie. J e t u vš akj ed en p rob l é m. N ie vš et k y t ran sf ormá c ie sa d aj ú vy j ad riť p omoc ou l in eá rn y c h zob razen í ( mat í c ) .N ap rí k l ad u ž l en ob y č aj n é p osu n u t ie n ie j e mož n é t ý mt o sp ô sob om vy j ad riť a t o j e p rit om j ed n a zn aj p ou ž í van ej š í c h t ran sf ormá c ií . N ie j e t ot iž mož n é p omoc ou sú č in u vek t orov s mat ic ami vy j ad riťp rip oč í t an ie č í sl a, k t oré n ezá visí an i od j ed n ej sú rad n ic e vek t ora. T ak t iež p ersp ek t í vn et ran sf ormá c ie si vy ž ad u j ú d el en ie č í sl om, k t oré n aop ak zá visí od h od n ô t zl ož iek vek t ora, k t orýt ran sf ormu j eme, a t o sa p omoc ou mat í c op ä ť n ed á vy j ad riť . A k o t o vy rieš iť ? A k o n est rat iťmož n osť sk l ad an ia t ran sf ormá c ií d o j ed n ej mat ic e a zá roveň b y ť sc h op n ý m vy j ad riť p osu n u t ie ap ersp ek t í vu  ? J ed n ý m z rieš en í  sú  h omog é n n e sú rad n ic e.
T iet o sú zal ož en é n a my š l ien k e rozš í ren ia 3 D sú rad n í c o j ed n u zvy š n ú sú rad n ic u - h omog é n n ejzl ož k y . D ost á vame t ed a š t vrt ý  rozmer a vš et k y  n aš e t ran sf ormá c ie sa zmen ia n a 4 D .
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Ak sm e p ô vo d n e m al i ve kt o r  x , y , z , d o st á vam e n o vé sú r ad n i c e  x ' , y ' , z ' ,h , kd e h j e
h o m o g é n n a zl o ž ka. Ak b y sm e c h c e l i z h o m o g é n n y c h sú r ad n í c vy j ad r i ť sú r ad n i c e v p ô vo d n o m
p r i e st o r e , t i e t o b y m al i t var  x'

h ,

y'
h ,

z '
h  . P r e sú r ad n i c e , kt o r é ko n ve r t u j e m e p r i am o z 3 D

p r i e st o r u sa h vo l í r o vn é 1 . H o m o g é n n e sú r ad n i c e p o t o m m aj ú t var  x , y , z ,1 . P o m o c o u t ý c h t o
sú r ad n í c sm e u ž sc h o p n í vy j ad r i ť p o su n u t i e ako aj p e r sp e kt í vn u t r an sf o r m á c i u . P o su n u t i e b y sm em o h l i  vy j ad r i ť  p o m o c o u  m at i c e

[
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
px p y p z 1

] ,

kt o r á  n á m  zab e zp e č í  p o su n u t i e  o  ve kt o r  px , p y , p z  .     P e r sp e kt í vu  ( c e n t r á l n u  p r o j e kc i u )  b y  sm e  m o h l i  vy j ad r i ť  p o m o c o u  m at i c e

[
k 0 0 0
0 l 0 0
rx r y 1 1
0 0 0 0

]
     J e  m o ž n é  si  vš i m n ú ť , ž e  h o m o g é n n u  zl o ž ku  p e r sp e kt í vy  sm e  d al i  r o vn ú  sú r ad n i c i  z.
P o  p r e n á so b e n í  ve kt o r a  x , y , z ,1 t o u t o  m at i c o u  d o st á vam e  ve kt o r  k x z r x , l y z r y , z , z
a p o  ko n ve r zi i  d o  p ô vo d n é h o  3 D  p r i e st o r u k x

z  r x , l
y
z  r y ,1 , č o  až  n a z- o vu  sú r ad n i c u  sú

vzť ah y  t o t o ž n é  s c e n t r á l n o u  p r o j e kc i o u .
O st at n é t r an sf o r m á c i e , ako j e n ap r í kl ad r o t á c i a a zo š i km e n i e vy j ad r í m e o p ä ť p o m o c o uš t vo r r o zm e r n e j m at i c e , p r i č o m t á t o b u d e t o t o ž n á s p ô vo d n o u t r o j r o zm e r n o u m at i c o u , avš akp r i b u d n e  j e d e n  n u l o vý  r i ad o k a n u l o vý  st ĺ p e c  a d o  p r avé h o  d o l n é h o  r o h u  d á m e  1.

     N ap r í kl ad  m at i c u  o t o č e n i a o ko l o  o si  z  b y  sm e  m o h l i  t r an sf o r m o vať  t akt o :

[
cos si n  0
−si n  cos 0

0 0 1] [
cos si n  0 0
−si n  cos 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

]
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Reprezentácia objektov
     Pre prácu s objektom pomocou počítača je potrebné určitým spôsobom reprezentovať objekt
v počítači.  R eál ne objekty  sa zvä čš a sil ne zjed nod uš ujú ,  vy berajú  sa z nich  iba niektoré bod y
a pl och y ,  zaned bávajú  sa nerovnosti povrch u,  vy stih uje sa l en najpod statnejš í tvar objektu a
pod obne.
Hranová reprezentácia objektu
     A ko najjed nod uch š ia reprezentácia objektu sa vy už íva h ranová reprezentácia.  O bjekt pozostáva
z bod ov a h rán,  ktoré sú  med zi d vojicou bod ov z toh to zoznamu.  V y už íva sa často pri
jed nod uch ých  sy stémoch  zobrazovania al ebo pri sy stémoch ,  ktoré sa snaž ia mod el ovať isté ty py
vl astností objektov.

P l oš ná reprezentácia objektu
     A si najpouž ívanejš ou reprezentáciou objektu v sy stémoch  zobrazovania v reál nom čase je
pl oš ná reprezentácia objektu.  Pod obne ako h ranová,  pozostáva zo zoznamu bod ov a zoznamu
pl ôch .  Pl och y  sú  určené počtom bod ov a ich  ind ex ami v zozname bod ov.  M noh okrát sa použ íva
priame vy jad renie bod ov pl ôch  pomocou ich  sú raníc bez ex istencie zoznamu bod ov.  A ko by  vš ak
vy zeral o konkrétne vy jad renie tel esa v pl oš nej reprezentácii ?  A ko príkl ad  môž e posl ú ž iť
reprezentácia kocky :

B od y  l ež ia sy metricky  okol o stred u vo vzd ial enosti
3 od  stred u sú rad nicovej sú stavy ) .

Z oznam  bod ov Z oznam  pl ô ch
0:    (  1;  - 1;  - 1) 0:    4  ( 3;  7;  4;  0)
1:    (  1;  - 1;   1) 1:    4  ( 0;  4;  5;  1)
2:    ( - 1;  - 1;   1) 2:    4  ( 1;  5;  6;  2)
3:    ( - 1;  - 1;  - 1) 3:    4  ( 2;  6;  7;  3)
4:    (  1;   1;  - 1) 4:    4  ( 2;  3;  0;  1)
5:    (  1;   1;   1) 5:    4  ( 7;  6;  5;  4)
6:    ( - 1;   1;   1)
7:    ( - 1;   1;  - 1)

     Pl och y  je vh od né ukl ad ať tak,  aby  vid iteľ ná strana pl och y  mal a bod y  zorad ené v smere
h od inových  ručičiek.  T o potom umož ň uje jed nod uch ý výpočet normál ovéh o vektora pl och
pomocou troch  násl ed ujú cich  bod ov mnoh ouh ol níka.
     O krem zoznamu bod ov a pl ôch  je mož né ukl ad ať zoznam normál  pl ôch ,  normál  v bod och ,
inf ormácie o intenzite svetl a,  o sú rad niciach  v bod ov š truktú rach  mnoh ouh ol níkov,  al ebo je mož né
rozd el iť objekt na viacero vzájomne nezávisl ých  častí.
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Rotácia
      Niekedy je potrebné otočiť bod alebo viacero bodov okolo iného bodu (osi). V dvojrozmernom
priestore sa bod otá ča okolo jedného bodu, v trojrozmernom okolo osi. O s je priamka zlož ená
z bodov, ktoré počas rotá cie nemenia svoju polohu.
Rotácia v rovine

C hceme otočiť bod K= x , y o uhol  okolo 0.
O točení m zí skame bod L= x ' , y '  . A ko vš ak zí skame
jeho sú radnice ?
S ú radnice bodu K sa dajú  zí skať aj takto:

x= x2 y2cos  = r cos  

y= x2 y2si n  = r si n  

čo je vlastne vyjadrenie sú radní c x, y v polá rnych
sú radniciach. (r je vzdialenosť bodu K od stredu sú radnicovej
sú stavy, β je uhol, ktorý  zviera vektor K s osou x .

P otom sú radnice bodu L mô ž eme vyjadriť ako x '= r cos    a y '= r si n    . K eď ž e
platí cos  =cos  cos  −si n  si n   a si n  =si n  cos  cos  si n   ,
sú radnice bodu L mô ž eme vyjadriť ako  x '= r cos  cos  − r si n  si n  
       y '= r cos  si n   r si n  cos  

A k sa pozrieme na predchá dzajú ce vzťahy, zistí me, ž e tieto sú radnice sa dajú  zjednoduš iť na tvar
       x '= xcos  − ysi n  
       y '= xsi n   ycos  

P omocou matice mô ž eme vý počet vyjadriť takto

 x y[ cos si n 

− si n  cos]= x ' y ' 

R otá ciu v rovine s klasickou euklidovskou bá zou mô ž eme zovš eobecniť aj pre rotá ciu v ľ ubovoľ nej
rovine danej bá zou B tvorenou dvomi vektormi u=u1 , u2 ,uN  a v=v1 , v 2 , v N  , kde
N je dimenzia priestoru (pre rovinu je 2 , pre trojrozmerný  priestor 3 ...). P omocou tý chto dvoch
vektorov mô ž eme naprí klad rotovať okolo ľ ubovoľ nej osi v trojrozmernom priestore alebo rotovať
po eliptickej drá he v dvojrozmernom priestore, pokiaľ  u a v budú  vektormi hlavnej a vedľ ajš ej osi
ž iadanej elipsy, atď . Vš eobecná  rotá cia bude mať tvar

     
 x y[ cos si n 

− si n  cos]BS= x y[ cos si n 
− si n  cos][

u1 ,u2 , ,uN
v1 , v2 , , vN ]S=z ' 1 , , z ' N 

kde S je bod na osi v priestore, ktorý  lež í  najbliž š ie k rotovanému bodu (x, y).
1 0
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      Je dobré všimnúť si, že (x, y) sú súra dnic e bodu  v bá ze B, za t ia ľ  č o z ' 0 , z ' 1 , , z ' N − 1 sú
súra dnic e bodu  v N-rozmernom p riest ore. R ot u j eme súra dnic e v rovine, na  k t orú p ozerá me, a k oby
bol a  bežnou  rovinou  s E u k l idovsk ou  bá zou  p re dvoj rozmerný  p riest or. P ok ia ľ  rovina  rot á c ie
p rec h á dza  bodom 0 a  súra dnic e (x, y) p rená sobí me bá zou  B, dost á va me súra dnic e v p ô vodnom N-
rozmernom p riest ore. B á za  j e sp oj ivo medzi dvomi súst a va mi súra dní c  - súra dní c  v bá ze a  súra dní c
v p riest ore. V  t omt o p rí p a de ná m súra dnic e (x, y) h ovoria , že x u y v=z0 , z1 , , z N − 1 .

R o t á c i a  v  t r o j r o zm e r n o m  p r i e s t o r e
V  p riest ore si na j sk ô r mu sí me zvol iť os, ok ol o k t orej
c h c eme ot á č a ť bod. V yj a drime si na j sk ô r rot á c ie ok ol o
j ednot l ivý c h  osí  p riest oru , osí  x, y a  z.
N a j sk ô r sa  p ok úsime odvodiť vzťa h y p re rot á c iu  ok ol o
osi z (v rovine da nej  vek t ormi x a  y).
Z ist í me, že dost á va me rovna k ý  vzťa h  a k o p re rot á c iu
v rovine, a k u rá t  p ribu dne z-ová  súra dnic a , k t orá  sa  vša k
p oč a s rot á c ie nemení .
V ý sl edná  ma t ic a  rot á c ie bu de t eda

  

[
cos si n  0
− si n  cos 0

0 0 1]
P odobne, v rovine da nej  vek t ormi x a  z A  v rovine da nej  vek t ormi y a  z (ok ol o osi x)
(ok ol o osi y) bu de rot a č ná  ma t ic a  t a k á t o za se t a k á t o

[
cos 0 si n 

0 1 0
− si n  0 cos] [

1 0 0
0 cos − si n 

0 si n  cos ]
S úra dnic e ot oč enéh o bodu  zí sk a me t a k , že p rená sobí me súra dnic e p ô vodnéh o bodu  ma t ic ou
rot á c ie, na p rí k l a d T r . P ot om mô žeme vyj a driť  x , y , z T r = x ' , y ' , z '  . R ot á c ie mô žeme a j
sk l a da ť. A k  T x j e ma t ic a  rot á c ie ok ol o osi x, T y ok ol o osi y a  T z ok ol o osi z, mô žeme si vyt voriť
ľ u bovoľ nú p ost u p nosť rot á c ií  t a k , že bu deme p ost u p ne ná sobiť t iet o ma t ic e, a ž k ý m nedost a neme
ma t ic u , k t orá  ná m vyj a drí  všet k y t iet o rot á c ie a k o j edinú t ra nsf ormá c iu . T reba  si vša k  da ť p ozor,
p ret ože zá l eží  na  p ora dí  vyk oná va nia  rot á c ií  (ná sobení  ma t í c ). N a p rí k l a d si mô žeme vyt voriť
ma t ic u  T xyz = T z T x T y, k t orá  ná m zrot u j e bod ok ol o všet k ý c h  osí . T á t o t ra nsf ormá c ia  sa  p ou ží va
p ri model i k a mery, k de dvoj ic a  u h l ov u k a zu j e vodorovné a  vert ik á l ne na t oč enie k a mery a  t ret í  j ej
zošik menie.
R o t á c i a  o k o l o  ľ u b o v o ľ n e j  o s i
     V  t ej t o č a st i sú op í sa né dva  sp ô soby rot á c ie ok ol o ľ u bovoľ nej  osi. P rvý  sp ô sob vyu ží va
všeobec nú rot á c iu , dru h ý  za se sk l a da nie rot á c ií  ok ol o súra dnic ový c h  osí .
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Všeobecná rotácia

     Máme bod A=[ Ax , A y , A z] , k t or ý  c h c eme ot oč i ť  ok ol o os i  r ov i n y  da n ej  j edn ot k ov ý m
n or mál ov ý m v ek t or om n=[nx , n y , n z] p r ec h ádz a j ú c ej  0 o u h ol  α. .  C el é  t o mož n o v y j a dr i ť
t a k t o:

C h c eme ot oč i ť  bod A v  r ov i n e da n ej  v ek t or om n ok ol o bodu  S, k t or ý
j e k  bodu  A n a j bl i ž š i e z o v š et k ý c h  bodov  n a  p r i a mk e u r č en ej
v ek t or om n a  bodom 0.  B od S p ot om mô ž eme v y j a dr i ť  a k o
S=k n , k∈R .  Z ár ov eň  mu s í  by ť  v ek t or  SA k ol mý  n a  v ek t or  n,
n�A− S=0 .  Z  t oh o mô ž eme z í s k a ť  s ú r a dn i c e bodu  S, p r et ož e
k= A�n

n�n ,  č o j e v l a s t n e s ú r a dn i c a  k ol mé h o p r i emet u  bodu  A do
v ek t or a  n.  Máme t eda  bod S, ok ol o k t or é h o bu deme bod A ot áč a ť .
A k o t o v š a k  u r obi ť  ?

     P oz r i me s a  n a  t o, a k o ot áč a me bod v  dv oj r oz mer n om p r i es t or e.  Máme da n é  dv e n a  s eba  k ol mé
os i , n i ek de l ež i a c i  bod, k t or ý  c h c eme ot oč i ť  o n ej a k ý  u h ol  ok ol o p oč i a t k u .  T en t o bod s t a č í
v y n ás obi ť  r ot a č n ou  ma t i c ou  a  v š et k o j e h ot ov é .  D á s a  n i eč o p odobn é  u r obi ť  a j  v  n a š om p r í p a de ?
Vyjadrenie súradnícových osí roviny rotácie

     Z v y č a j n á r ov i n a  v  2 D  má báz u  P=[1 00 1] .  Mô ž eme v i di eť , ž e báz a  j e t v or en á dv omi
v ek t or mi , z  k t or ý c h  k a ž dý  u r č u j e j edn u  s ú r a dn i c u  bodu  v  t ej t o r ov i n e.  A k  máme bod  x , y ,
h ov or í me v l a s t n e o t om, ž e j eh o s ú r a dn i c e s ú x[1 0] y[0 1] .  T o j e v š a k  t o i s t é , a k o z áp i s
1[x y]0 [− y x ] .  B áz a R=[ x y

− y x] j e op ä ť  or t og on ál n a , s ú r a dn i c e n áš h o bodu  s ú

v š a k 1, 0 .  T eda   x , yP=1, 0R .  N a  r ot ác i u  ok ol o p oč i a t k u  p ot om máme dv e mož n os t i :
bu ď  p r en ás obí me bod  x , y r ot a č n ou  ma t i c ou , a l ebo ň ou  p r en ás obí me bod 1, 0 , a  n ás l edn e
v ý s l edok  p r en ás obí me báz ou  R, a by  s me z i s t i l i , k a m s a  v  s k u t oč n os t i  p os u n u l  bod 1, 0 .  T ý m,
ž e báz a  R j e or t og on ál n a  a  j ej  z l ož k y  ma j ú  r ov n a k ú  v eľ k os ť , máme z a r u č en é , ž e n edô j de k
n ež i a dú c ej  def or mác i i  p r i  ot oč en í  bodu .  T ú t o v l a s t n os ť  v y u ž i j eme p r i  r ot ác i i  v  r ov i n e v
t r oj r oz mer n om p r i es t or e.

K eď  s a  p oz r i eme n a  n a š u  r ov i n u , z i s t í me, ž e j e n a t oč en á dv omi  s mer mi ,
u r č en ý mi  v ek t or om n a  v ek t or om S A.  P ot r ebu j eme n áj s ť  t a k ú  báz u  t ej t o
r ov i n y , k t or á j e or t og on ál n a  a  j ej  z l ož k y  ma j ú  r ov n a k ú  v eľ k os ť  ( a by  s me i c h
moh l i  s t ot ož n i ť  s  os ou  x a  y r ov i n y  v  dv oj r oz mer n om p r i es t or e)  a  z ár ov eň ,
a by  bod A v  n ej  ma l  s ú r a dn i c u 1, 0 .  P r v ý  v ek t or  báz y  z í s k a me
j edn odu c h o -  j e n í m v ek t or  S A .  T en t o v ek t or  oz n a č í me u.  A k o v š a k  z í s k a ť
dr u h ý  v ek t or  báz y  ?  Mu s í  ma ť  r ov n a k ú  v eľ k os ť  a k o u a  by ť  n a ň  k ol mý , a k o
a j  n a  v ek t or  n.  A k  oz n a č í me v=n×u , z í s k a me v ek t or , k t or ý  j e k ol mý  n a

oba  v ek t or y , a  k eď ž e n j e j edn ot k ov ý  v ek t or , ∣u∣=∣v∣ .  D os t áv a me t eda  báz u Q=[uv] , bod

A má v  n ej  s ú r a dn i c e 1, 0  R ot ác i u  ok ol o os i  p ot om mô ž eme v y j a dr i ť   a k o
1 0[ c o s  s i n 

− s i n  c o s ][
u
v]S=[ c o s  s i n  ][uv]S= x' , y' , z '  .  D os t áv a me v l a s t n e

v y j a dr en i e p oh y bu  bodu  p o k r u ž n i c i  v  ľ u bov oľ n ej  báz e.  A k  by ∣u∣≠∣v∣ , bod by  r ot ov a l  p o
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eliptickej dráhe.
     K eb y u a v  n eb o li o rto g o n áln e,  b o d b y ro to v al po  n aklo n en ej elips e. T en to  s pô s o b  ro tácie m á
n av yš e aj tú  v ý ho du ,  ž e po kiaľ  n eb u dem e m en iť  o s  ro tácie,  s tač í  u a v v ypo č í tať  ib a raz n a zač iatku ,
a po to m  len  m en iť  u ho l α .
S k l a d a ni e  p o d r o t á c i í
     Ď aľ š o u  m o ž n o s ť o u ,  ako  ro to v ať  o ko lo  ľ u b o v o ľ n ej o s i je po s tu pn e s kladať  po dro tácie o ko lojedn o tliv ý ch o s í  až  ký m  n edo s tan em e hľ adan ú  ro táciu . S pô s o b o v ,  aký m i to  m o ž n o  do cieliť ,  jen eko n eč n e v eľ a,  ale v ý s ledo k b y m al b yť  v ž dy ro v n aký .  P rin cí p jedn é ho  zo  s pô s o b o v  ro tácies po č í v a v  to m ,  ž e s a n ajs kô r po kú s im e prero to v ať  b o d tak,  ab y o s  ro tácie,  kto rú  chcem e v yko n ať ,b o la to to ž n á s  jedn o u  z tro ch s ú radn ico v ý ch o s í . P o to m  s tač í  dan ý  b o d o to č iť  v  ro v in e tejto  o s i ozv o len ý  u ho l a in v erzn ý m i ro táciam i v rátiť  o s  ro tácie do  pô v o dn ej po lo hy. K eď ž e o s  ro tácie jem n o ž in a b o do v ,  kto ré  po č as  ro tácie n em en ia s v o ju  po lo hu ,  in v erzn ý m i tran s f o rm áciam i b y s a m alado s tať  n a pô v o dn é  m ies to .

     T u  je zo b razen ý  po s tu p s kladan ia ro tácií  n a do s iahn u tie o to č en ia o ko lo  ľ u b o v o ľ n ej o s i. N ajs kô r
s a o s  ro tácie n o to č í  o  u ho l - β o ko lo  o s i y. N ás ledn ý m  o to č en í m  o ko lo  o s i z o  u ho l - α s plyn ie s  o s o u
x. V tedy m o ž n o  o to č iť  dan ý  b o d o ko lo  o s i x o  zv o len ý  u ho l ϖ. P o  u ko n č en ej ro tácii je po treb n é
v rátiť  o s  o táč an ia do  pô v o dn é ho  s tav u ,  preto  s a v yko n á in v erzn á ro tácia o ko lo  o s i z o  u ho l α a po
n ej in v erzn á ro tácia o ko lo  o s i y o  u ho l β.
     A ko  v š ak u rč iť  u hly α a β ? A k n=n x ,n y ,n z  ,  po to m  s a dajú  v yjadriť   tý m to  s pô s o b o m :  

=arctan 
n y

n x
2
 n z

2
 a =arctan 

n z

n x


     P re o dv o den ie s ym b o lický ch v zť aho v  je v š ak lepš ie v yjadriť   s i s ú radn ice x,  y a z po m o co utý chto  u hlo v . M ô ž em e ich zí s kať  z v yjadren ia jedn o tko v é ho  v ekto ra o s i ro tácie -  n v o  s f é rický chs ú radn iciach.
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Sférické súradnice v priestore

Pri bližšom pohľade na súradnicový systém si môžeme všimnúť
spôsob poč í tania u hlov v priestore. U hol α j e u hol v rovine xy,rastie v smere od zvä č šu j úcej  sa hodnoty x po zvä č šu j úcu  sa hodnotu
y. U hol β j e u hol v rovine xz, rastie v smere od zvä č šu j úcej  sa
hodnoty x po zvä č šu j úcu  sa hodnotu  z. A  nak oniec u hol γ, k torý j e vrovine yz a rastie v smere od zvä č šu j úcej  sa hodnoty z po zvä č šu j úcusa hodnotu  y.

A ko potom  vy j adriť   sférické súradnice vektora n ?
     V ek tor n môžeme charak terizovať dvomi u hlami - u hlom α v rovine
xy (yz) , u hlom β v rovine xz a dĺ žk ou , k torá  sa rovná  j ednej . A k  by sme
n položili na os x a zrotovali v rovine xy o u hol α, j eho priemet do x-
ovej  osi by bol cos(α). Po ná slednom otoč ení  ok olo osi y o u hol β by
tento priemet bol rovný cos(α)cos(β). Pok iaľ by sme n položili na os z a
zrotovali v rovine yz o u hol α a ná sledne otoč ili ok olo osi y o u hol β,
j eho priemet do osi z by sa rovnal cos(α)si n (β). Pri otoč ení  n ok olo osi x
alebo z o u hol α j e priemet n do y-ovej  osi rovný si n (α). O dtiaľdostá vame sf érick é vyj adrenie hodnôt zložiek  vek tora n.

                                                        n x=cos  cos  
                                                        n y=sin  
                                                        n z=cos  si n  

(U hol α možno chá pať ak o ná k lon vek tora n, β ak o otoč enie smeru )

V y j adrenie rotá cie okol o ľ u b ovoľ nej  osi
     Postu p možno zapí sať týmto spôsobom:  A k  má me bod b, j ednotk ový vek tor v smere osi rotá cie
n a Rι(δ) j e matica rotá cie ok olo súradnicovej  osi ι o u hol δ, potom pre súradnice otoč eného bodu
b' môžeme napí sať b'= b R y −  R z −  R x  R z   R y   , k de α (β)  sú u hly, k toré
zviera vek tor n s rovinou  xz (xy )  a ϖ j e u hol rotá cie.
     M ôžeme sa pok úsiť vyj adriť  celk ovú transf ormá ciu  Rn.
        R n =R y −  R z −  R x  R z   R y  

Po postu pnom vyná sobení  matí c zí sk avame j edinú maticu  rotá cie. Po j ej  zj ednodu šení  a dosadenívzťahov pre výpoč et súradní c vek tora n dostaneme maticu
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R n =[
n x
2
1− c o s  c o s  n x n y 1− c o s −n z s i n  n x n z 1− c o s n y s i n 

n x n y 1− c o s n z s i n  n y
2
1− c o s  c o s  n yn z 1− c o s −n x s i n 

n x n z 1− c o s −n y s i n  n yn z 1− c o s n x s i n  n z
2
1− c o s  c o s 

]
     Táto matica sa dá vyjadriť  aj ako Rn =EsinP1− c o sP 2 , kde  P je

[
0 − n z n y

n z 0 − n x

− n y n x 0 ]
  A k oz n ač í me d= 1− c o s  , e= n x

2 d , f = n y2 d , g= n z
2 d , i= n x n y d ,

j= n x n z d , k= n yn z d , o= n x sin , p= n ysin , r= n z sin a c= cos matica
R n sa z me n í  n a maticu

  

                                                     [
e c i− r j p
i r f  c k−o
j− p ko g c] ,

  ktorá n ám vý p oč e t o n ie č o u rý ch l i.
Porovnanie spôsobov rotácie
     R otácia p omocou  skl adan ia matí c p otre b u je  n a otoč e n ie  b odu  9  n ásob e n í .  V š e ob e cn á rotácia ich
p otre b u je  ove ľ a viac, avš ak ak sa ob je kt otáč a stál e  okol o je dn e j osi, mož n o n a z ač iatku  p re dp oč í tať
b áz ické  ve ktory a rotácia b u de  p otre b ovať ib a 6  n ásob e n í .
     R otácia skl adan í m matí c mô ž e  n a roz die l  od vš e ob e cn e j vyu ž í vať e f e kt skl adan ia ob raz ový ch
tran sf ormácií  a vyu ž iť tú  sku toč n osť, ž e  mô ž e  b yť sú č asťou  tran sf ormácie  ob sah u jú ce j stovky in ý ch
tran sf ormácií , a p ritom vš e tky tie to tran sf ormácie  b u dú  vyž adovať vž dy rovn aký  p oč e t op e rácií .
     V š e ob e cn á rotácia vš ak mô ž e  b yť u ž itoč n á p re  ob je kty, ktoré  vykon ávajú  vl astn ý  p oh yb  okol o
stál e j osi, kde  sa sp oje n é  e f e kty maticový ch  tran sf ormácií  ve ľ mi n e p re javia.  M ô ž e  b yť tie ž  vý h odn á
p ri z ob raz ovan í  g raf ov, kde  u mož n í  rý ch l e jš ie  otáč an ie  g raf u  vo z vol e n e j rovin e .
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Pohľad
Predstavme si , ž e stoj í me up rostred mesta. K až dý b od, ktorý l ež í v n ej akej b udove má svoj e

ab sol ú tn e sú radn i c e - n ap rí kl ad B=Bx , B y , B z  . M y stoj í me v b ode T =T x ,T y ,T z  .
K eď ž e má me vo zvy ku h ý b ať h l avou a p rí p adn e j u aj n atá č ať , mô ž eme si vš i mn ú ť , ž e v n aš omp oh ľ ade n emaj ú vš etky b ody b udov ab sol ú tn e sú radn i c e, al e ti eto sa men i a p odľ a toh o, ako h ý b emeh l avou, aké rô zn e n á kl on y h l avy n á s p rá ve n ap adn ú , al eb o ako ď al eko sme p reš l i p o n oh á c h . N á šp oh ľ ad sa má teda vo zvy ku stá l e men i ť . S tá l e vš ak p l atí , ž e h ĺ b ka p oh ľ adu sa zvä č š uj e tý msmerom, ktorý m sa p ozerá me a vodorovn ý so zvi sl ý m smerom n ezá vi sí od teraj š i eh o " n akrú ten i a"h l avy ( samozrej me, n emy sl í sa tý m vodorovn ý a zvi sl ý smer vzh ľ adom n a p ovrc h , p o ktorom sap oh y b uj eme) . Preto p oh ľ ad mô ž eme b rať ako rel atí vn y sú radn i c ový sy sté m. B ý va mn oh okrá tvý h odn ej š i e vy j adri ť si dop osi aľ ab sol ú tn e sú radn i c e ob j ektov i c h rel atí vn y mi sú radn i c ami vp oh ľ ade. N ap rí kl ad n á s mn oh o rá z n ezauj í ma, ž e b udova F l ež í 3 4 0 m zá p ado-vý c h odn ý m smeroma 1 2 5 m j už n e-severn ý m smerom od c en tra mesta, al e n á s mož n o vi ac zauj me, ž e F j e od n á s 7 0 mvp ravo a 5 0 m dop redu. Prvý krok, ktorý musí me urob i ť , ab y sme zmen i l i ab sol ú tn e sú radn i c e n arel atí vn e v n aš om p oh ľ ade, j e p osun uti e vš etký c h b odov tak, ab y sa mi esto, kde sa n ac h á dzamestal o zač i atkom sú radn i c ovej sú stavy . T o doc i el i me tý m, ž e od vš etký c h b odov odč í tame mi esto,kde sa n ac h á dzame – B-T. Potom musí me vš etko n akl on i ť tak, ab y sa to j avi l o ako v n aš omp oh ľ ade. 
P o p i s  p o h ľ a d u  p o m o c o u  t r o c h  u h l o v
N á š p oh ľ ad mô ž eme c h arakteri zovať tromi uh l ami . Prvý uh ol , n a t o č e n i e , j e uh ol h l avy okol o osi y.U rč uj e p oh y b h l avy , ktorý ľ udi a zvy è aj n e vy kon á vaj ú , keï s n i eč í m n esú h l asi a. D ruh ý uh oln azveme s k l o n . J e to uh ol , ktorý sa men í okol o osi x a ľ udi a h o vy kon á vaj ú p oh y b om vtedy , keď sn i eč í m sú h l asi a. Posl edn ý uh ol n azveme v yc h ý l e n i e , ozn ač uj e uh ol men i ac i sa okol o osi z, u ľ udíb y sa to dal o op í sať p oh y b om h l avy raz k j edn é mu a raz k druh é mu ramen u, č o u n i ektorý c h ľ udízn amen á mož n o. K eď ž e n aš a h l ava sa otá č a p omoc ou tý c h to troc h uh l ov, p oh ľ ad sa b ude toč i ťp resn e n aop ak.
A ko ď aľ š í  p rí kl ad mô ž e p osl ú ž i ť  kamera n a otoč n ej  n oh e:

U h ol  α p redstavuj e v yc h ý l e n i e , uh ol  β n a t o č e n i e
a uh ol  γ s k l o n  kamery .
Predp okl adá me, ž e zač i atoč n ý  stav kamery  j e taký ,ž e kamera má  vš etky  ti eto uh l y  n ul ové .
K  n atoč en i u p oh ľ adu kamery  sa dostan eme tak,ž e n aj skô r kameru v y c h ý l i m e okol o osi z. Potomp okrač uj eme s k l o n e n í m kamery okol o osi x. N akon i ec kameru o t o č í m e okol o osi y. V tedydostan eme smer p oh ľ adu, ktorý sme vy ž adoval i . Poč i atoč n ý p oh ľ ad kamery j e totož n ý s osou z, má

teda sú radn i c e P=0 ,0 ,1 . A k R   j e mati c a rotá c i e okol o osi ι o uh ol δ, p otom sa
p ô vodn ý vektor p oh ľ adu P zmen í n a n ový vektor p oh ľ adu P '= P R z    R x    R y    . D ostal i
sme vy j adren i e vektora p oh ľ adu v ab sol ú tn y c h sú radn i c i ac h . M y vš ak p otreb uj eme p resn ý op ak -c h c eme vy j adri ť ab sol ú tn e sú radn i c e v rel atí vn y c h sú radn i c i ac h p oh ľ adu, tak, ab y p oh ľ ad b ol stá l e
rovn ý P=0 ,0 ,1 . M á me vy j adren é , ž e P A= P ' , kde A j e tran sf ormá c i a z rel atí vn y c h do
ab sol ú tn y c h sú radn i c , p otreb uj eme vš ak vy j adri ť P= P ' A ' , č i ž e n á j sť tran sf ormá c i u, ktorá n á m
zmen í ab sol ú tn e sú radn i c e n a rel atí vn e. K eď ž e p l atí P A= P ' , p l atí P A A− 1= P ' A− 1 a z toh o
dostá vame P= P ' A− 1 . A p ozn á me, mô ž eme sa p okú si ť  vy j adri ť  A-1.

1 6

α
β γ



P R z    R x    R y   = P '
P R z    R x   = P ' R y − 

  P R z   = P ' R y −  R x − 

   P= P ' R y −  R x −  R z − 

  ( V y u ž i l i  s m e  vl as t n o s ť  r o t á c i e , ž e  j e j  i n ve r z n o u  m at i c o u  j e  t á  i s t á  m at i c a r o t á c i e  s  o p ač n ý mu h l o m )
D o s t al i s m e , ž e A− 1= R y −  R x −  R z −   . C e l k o vú t r an s f o r m á c i u b o d u B

vy j ad r e n é h o v ab s o l ú t n y c h s ú r ad n i c i ac h p r i e s t o r u v r e l at í vn y c h s ú r ad n i c i ac h p o h ľ ad u s o z ač i at k o mv b o d e  T m ô ž e m e  vy j ad r i ť  ak o
B−T  R y −  R x −  R z − 

A k  M ( V)  o z n ač u j e  m at i c u  p o s u m u t i a o  b o d  V, p o t o m  m ô ž e m e  n ap í s ať  p r e d c h á d z aj ú c i  vz ť ah  ak o
B M −T  R y −  R x −  R z −  

A k  s a p o k ú s i m e  vy j ad r i ť  i n ve r z n ú  m at i c u  A-1, d o s t á vam e

[
sin  sin sin  c o s c o s sin  c o s c o s sin −sin  c o ssin 
c o s sin sin −sin  c o s c o s c o s − c o s c o ssin −sin  sin 

−sin  c o s sin  c o s c o s ]
Z  n e j  p o  s p o j e n í  s  p o s u n o m  o  b o d −T =−T x ,−T y ,−T z d o s t á vam e  c e l k o vú  t r an s f o r m á c i u

[
a d g 0
b e h 0
c f ch 0

−aT x− bT y− cT z −dT x− eT y− f T z −gT x− hT y− chT z 1
] ,

k d e z=sin  sin  , x=coscos , y=sin  c o s , w= c o s sin  , a= z sin  x ,
b=w sin − y , c=−sin  c o s , d=sin  c o s , e=coscos , f =sin  ,
g=w− y sin  , h=−x sin − z a c h =coscos .

Určenie pohľadu pomocou trojice vektorov
U r č e n i e r e l at í vn y c h s ú r ad n í c p o m o c o u u h l o v n i e j e j e d i n ý s p ô s o b , ak ý m t o d o s i ah n u ť . Č as t o k r á ts a vy u ž í va p r i am e vy t vo r e n i e b á z y p o m o c o u t r o j i c e j e d n o t k o vý c h ve k t o r o v - s m e r o v é h o ,

v o d o r o v n é h o a z v i s l é h o . S m e r o v ý ve k t o r j e o r i e n t o van ý v s m e r e p o h ľ ad u , v o d o r o v n ý u k az u j evo d o r o vn ý  s m e r  a z v i s l ý  u k az u j e  z vi s l ý  s m e r  o b r az u .
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Súradnice v pohľade sú teraz určené bázou, skladajúcou saz troch navzájom  kolm ý ch jednotkový ch vektorov. V ektor s je sm erový m , vektor v vodorovný m  a vektor z zvislý mvektorom .
A k si ich zvolí m e tak, aby platilo v× z= s , m ô ž em e
pom ocou nich vy jadriť bázu pohľadu A=[

v
z
s] . V ektor v

akoby nahrádzal súradnicu x, z súradnicu y a s súradnicu zpô vodného priestoru. A ko v predchádzajúcom prí pade,potrebujem e vy jadriť inverznú m aticu A-1, pom ocou ktorej bysm e m ohli prem ieň ať vzájom ne súradnice. T akúto m aticu by bolo potrebné počí tať pri kaž dompootočení pohľadu, čo by m ohlo veľm i predlž ovať čas vý počtov. N aš ť astie, keď ž e vektory tvoria
ortog onalnu bázu a sú jednotkové, m ô ž em e vy už iť , ž e A-1 = AT. V iem e, ž e A A− 1= E , ale pri
tejto m atici platí aj A AT= E , a keď ž e jediná m atica, pre ktorú to platí , je inverzná, m atica AT je
tiež  inverznou m aticou. P otom  inverznú m aticu A-1 vy jadrí m e ako

A− 1=vT zT sT 

T o, ž e AT je zároveň inverznou vy plý va z násobenia A AT, kde ide vlastne o vzájom né skalárnesúčiny bázický ch vektorov. K eď ž e sú na seba kolm é, ľubovoľné dva rô zne vektory m ajú nulovýskalárny súčin - vo vý slednej m atici vzniknú 0 . A k sa vy násobia dva rovnaké vektory , ichjednotková dĺ ž ka zaručuje, ž e vý sledok bude vž dy 1 . J ednotky vš ak vzniknú iba na diag onálem atice, inde budú sam é nuly . V ý sledná m atica teda bude E.
C elú zm enu súradní c bodu B z absolútny ch súradní c do relatí vny ch s počiatkom  v bode T sm ô ž em e zapí sať  ako

B−T  vT zT sT 

A k M ( V)  opä ť  označuje m aticu posum utia o bod V, predoš lý  vzť ah vy jadrí m e ako
B M −T  vT zT sT 

A k v=v x , v y , v z  , z= zx , z y , z z , s=sx , s y , s z  a m iesto pohľadu je T =T x ,T y ,T z  ,
transf orm ačnú m aticu vy jadrí m e v hom og énny ch súradniciach ako

[
v x zx sx 0
v y z y s y 0
v z z z s z 0

−v xT x− v yT y− v zT z − zxT x− z yT y− z zT z − sxT x− s yT y− s zT z 1
] ,

kde sa dá tuš iť  ekvivalencia s predoš lý m  spô sobom  pom ocou troch uhlov.
T rojicu bázický ch vektorov v, z, s m ô ž em e na začiatku dať totož nú s bázicky m i vektorm iabsolútny ch súradní c a aktualizovať  ich vž dy  pri rotácii pohľadu.
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Premietanie obrazu
     Priestor objektov je potrebné vykresliť po jednotlivých zložkách na obrazovku. Toto si vyžadujezí skanie vzťahu m edzi zobrazovaným i bodm i a ich zobrazeniam i na obrazovke. J ednou z m ožnostíje použitie perspektí vnej transf orm ácie. V  tejto č asti budú  prezentované tri spô soby výpoč tucentrálnej projekcie tak, ako sa vyskytujú  v rô znej literatú re.
Centrálna projekcia vyjadrená pomocou rovnoľahlosti    V lastnosťou tohto typu perspektí vy je, že vš etky bodyležiace na priam ke vychádzajú cej z poč iatku prem ietado jedného bodu. N a obrázku je znázornený priem et

dvoch bodov so sú radnicam i [ x , y , z] a [ xv , yv , zv]v rovine xz. K eď že ležia na jednej priam keprechádzajú cej poč iatkom , m ali by sa zobraziť dojedného bodu. A k chcem e zobraziť bod na obrazovku,m usí m e zistiť, do ktorej č asti obrazu patrí . V idí m e, žepriam ka zachováva proporcie rozdelených č astíobrazu. Pre daný bod poznám e jeho x- ovu sú radnicu,nepoznám e vš ak rozsah obrazu v danej vzdialenosti.A k polovicu tohto rozsahu pre daný bod označ í m e ako
h ( je to vzdialenosť od z - ovej osi po viditeľ ný okraj,kolm á na z- ovu os) , m ô žem e ju vyjadriť ako
h= z tan 

2
. A k sa pozriem e na obrázok, zistí m e, že

pom er x
h a xv

hv
je rovnaký. Tento pom er je

rovnaký pre každý bod na danej priam ke a bude previditeľ né body nadobú dať hodnotu od - 1  po 1 . D ostali sm e teda proporcionálne vyjadrenie polohybodu v obraze, teraz je ho eš te potrebné dať na obrazovku. A k označ í m e polovicu š í rky obrazovky
ako r x , potom  x- ova sú radnica bodu na obrazovke bude x'= x

z r x c t g


2
 r x . Pre y - ovú

sú radnicu priem etu platí  podobný vzťah, avš ak uhol pohľ adu je iný. A k označ í m e polovicu výš ky
obrazovky ako r y , potom  uhol pohľ adu  pre rovinu yz m ô žem e vyjadriť ako = 

r y

r x
s ,

kde s je korekcia pom eru horizontálneho a vertikálneho rozlí š enia pre dosiahnutie rovnom ernéhoobrazu ( využí va sa pri rozlí š eniach, pri ktorých nie je pom er m edzi horizontálnym  a vertikálnymrozlí š ení m  rovný 4 : 3  a slú ži na jeho dosiahnutie, keď že pri takom to pom ere sa bod na obrazovke
objaví  ako š tvorec a nie ako obdĺ žnik) . Potom  pre y - ovú  sú radnicu platí y'= y

z r y c t g


2
 r y . A k

označ í m e k= r x c t g


2 a l= r y c t g


2 , viem e, že tieto výrazy sú  pri projekcii vždy konš tantné.
Potom  výsledné vzťahy pre projekciu budú

  x'= k x
z  r x

 y'= l yz  r y
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Centrálna projekcia vyjadrená pomocou priemetne
     Často sa možno stretnúť s projekciou do jednéhob odu,  ktorý  l eží  na nejakej súradnicov ej osi.  T entob od sa naz ý v a hl av ný  úb ežní k a v š etky  b ody  l ežiacena priamke prechá dz ajúcej úb ežní kom sa z ob raz iado jedného b odu.  P odob ne,  ako pri predoš l ej projekcii,mô žeme hľ adať súradnice v  ob raz e v  samostatný chrov iná ch.  A k sa poz rieme na ob rá z ok,  z istí me,  že ob razv š etký ch b odov  sa premieta na pl ochu ( priemetň u) ,ktorá  je umiestnená  v  poč iatku a je kol má  na ob esúradnicov é rov iny  ( je to v l astne rov ina xy ) .  V iditeľ náč asť je l en v  okol í  b odu 0 do v z dial enosti rx ( č o je opä ťpol ov ica š í rky  ob raz ov ky ) ,  č í m dostá v ame roz meryob raz ov ky .  Ú b ežní k l eží  na osi z,  v o v z dial enosti d
od b odu 0.  B ody  x a x'  l ežia na jednej priamke,  preto b ysa mal i z ob raz iť do jedného b odu.  B od x'  l eží  napriemetni ( je to v l astne súradnica v o v ý sl ednom
ob raz e) .  P re tieto dv a b ody  musí  pl atiť podob nosť trojuhol ní kov , x

z d =
x'
d .  Z  toho dostá v ame

x'= x d
z d .  P odob ne pre y - ov u súradnicu pl atí y'= y d

z d .  N ev ý hodou tohto spô sob u
premietania je to,  že súradnice ob jektov ,  ktoré z ob raz ujeme,  nie sú rel atí v ne v oč i 0,  al e v oč i b odu
0 ,0 ,− d a pri premietaní  teda v š etký m b odom musí me z v ý š iť z - ov u súradnicu o d.  V y rieš iť sa

to dá  aj tak,  že posunieme hl av ný  úb ežní k a priemetň u o d v  smere narastajúcej osi z,  č í m saúb ežní k stotožní  s b odom 0.  P otom mô žeme v y jadriť nov é súradnice premietnutý ch b odov  ako
x '= x d

z a y '= y dz .  T ý mto sme dostal i ekv iv al ent ku centrá l nej projekcii,  keď že tg 
2
=

r
x

d.  S amoz rejme,  v ý sl edné súradnice je potreb né eš te posunúť o š í rku rx a v ý š ku ry ob raz u.

M aticové  vyjadrenia pers pektí vnych  trans f ormácií
V  maticov om tv are b y  sme tieto tri perspektí v ne projekcie mohl i v y jadriť tý mito spô sob mi:

c=[
k 0 0 0
0 l 0 0
rx r y 1 1
0 0 0 0

] 
u [
1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 1
d

0 0 0 1
] 

c u
=[
1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 1
d

0 0 0 0
]

             Pomocou rovnoľahlosti   Pomocou p rie me tne  M od if ik ovaná  p rie me tň a
Z dal o b y  sa,  že už nič  neb rá ni z ob raz eniu trojroz merný ch dá t na ob raz ov ku,  av š ak je tu jeden v eľ kýprob l ém.  P redchá dz ajúce perspektí v ne z ob raz enia nie sú sprá v ne z  hľ adiska ľ udského v ní maniaob raz u.  Ľ udské oko má  tendenciu z achov á v ať uhl ov é v z dial enosti v ní maný ch ob jektov  b ez  ohľ aduna natoč enie oka,  tieto perspektí v ne z ob raz enia v š ak uhl y  pri z mene pohľ adu nez achov á v ajú.  M á  to
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za následok zvláštne zmeny tvaru objektov pri otáčaní pohľadu bez zmeny polohy objektu a miestapohľadu.  R ozdiel medzi správaním sa projekc ií a vnemom ľudské ho oka je ukázaný  na príklade:
N a horný c h dvoc h obrázkoc h je obraz, ktorý  jepodobný  vnímaniu oka.  N a spodný c h dvoc hje naopak obraz vytvorený  projekc iou objektovdo roviny obrazu.  V  strede kaž dé ho obrázku jeoznačený  bod, na ktorý  sa orientuje pohľad.A k si porovnáme dva ľavé  obrázky, zistíme,ž e medzi nimi nie je ž iadny rozdiel.  V idíme,ž e v strede sa nac hádza aký si štvoruholník.A k však otočíme pohľad vľavo, objekt sana obraze posunie doprava.  D va pravé  obrázky ukazujú , ako sa c hová vnem oka a perspektívnaprojekc ia.  O ko má tendenc iu zac hovať  rozmery a uhly objektu, aj keď  sa nenac hádza v stredeobrazu.  P erspektívna transf ormác ia však zdef ormuje rozmery telesa.  Č asti, ktoré  sa posunuli bliž šieku stredu obrazu sa zmenšia, tie, ktoré  sa vzdialili od stredu, sa zvä čšia.  J e to práve tý m, ž e kaž dý  bod pri perspektívnej transf ormác ii sa snaž íme premietnuť  do jedné ho bodu, no pri zmeneorientác ie pohľadu sa tento bod posú va, objekt sa premieta do tohto nové ho bodu, a preto sa jehotvar musí meniť .  P odobnú  vlastnosť  majú  aj kamery, ktoré  trpia tý m, ž e vý sledný  obraz sa premietana rovinu, čo má za následok zvä čšenie proporc ií obrazu pri vä čšej vzdialenosti od stredu.  Ľ udskéoko, naopak, premieta obraz na zakrivenú sietnic u, kde sa tieto problé my vý razne zmenšujú .V nímanie však nie je len zálež itosť ou samotné ho oka, ale najmä  mozg u, ktorý  v sú častnosti stáletakmer vô bec  nepoznáme.

     D oposiaľ nebol vynájdený  spô sob zobrazovania, ktorý  by riešil tento problé m, aj keď  niekoľkopokusov sa už  vyskytlo.  A ko ú tec ha mô ž e poslú ž iť  f akt, ž e do 3 6 °  uhla pohľadu je c entrálnaprojekc ia " veľmi"  presná.  P roblé m však vzniká, keď  sa pokú sime zobraziť  širokoú hle obrazy.

Realistickejší model založený na opise optiky kamery
     V  [ K olb1 9 9 5 ]   je uvedený  spô sob, ako sa viac  priblíž iť  realite vytvorením lepšieho modelukamery.  D oposiaľ použ ívané  modely kamery využ ívali nulovú  hrú bku šošovky, z nej potomvyc hádzali aj vzť ahy pre perspektívnu transf ormác iu.  R eálnejší model kamery je založ ený  na opiseoptiky kamery, na spájaní viac erý c h šošoviek, ktoré  sú  hrubé ( majú  nenulovú  hrú bku) .  O braz
vytvárajú c i sa šošovkou mož no opísať  perspektívnou projekc iou vzť ahmi x '= x f '

z f ' ,
y '= y f '

z f ' , pričom hĺ bka po prec hode šošovkou sa dá vyjadriť  ako z '= z f ' t  z f ' 
z f ' ,

kde f '  je ef ektívna ohnisková vzdialenosť  šošovky a t je ef ektívna hrú bka šošovky.  P omoc ou matic emož eme transf ormác iu vyjadriť  takto:

[
1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 t
f '

1
f '

0 0 t 1
]

T áto projekc ia nám tiež  umož ní vytvoriť  ef ekt zvä čšovania a zaostrovania obrazu.
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Korekcia geometrických vnemových skreslení v obrazoch
     Iný spôsob prístupu k tomuto problému je použitý v [Zorin1995]. Myšlienka je založenána opise vnímania a na minimalizác ii štrukturálnyc h  a neštrukturálnyc h  skreslení obrazu.Š trukturálne skreslenia opisujú  c h yby projekc ie, ako sú  napríklad  preh nutia, skrú tenia a sluč ky vovýsled nom obraze, neštrukturálne zase merateľ né c h yby projekc ie. S amotná projekc ia je vyjad rená
ako zloženie d voc h  projekc ií -  projekc ia Π na prec h od nú  rovinu a zobrazenie T  z tejto roviny narovinu obrazu.

V ýsled nú  projekc iu P môžeme posklad ať  napríklad  z týc h to d vojíc
zobazení:  Môžeme si vytvoriť  projekc iu Πrovina, ktorá nám zobrazípriestor d o roviny a potom na výsled ok aplikovať  zobrazenie Trovina,ktorá premietne obraz z prec h od nej roviny d o roviny obrazu. A lebo
vytvoríme projekc iu Πg u ľ a, ktorá premietne priestor d ovnú tra g uľ ovejploc h y, ktorá je spojená so zobrazením Tg u ľ a. T á nám premietneg uľ ovú  ploc h u d o roviny výsled néh o obrazu. O ba spôsoby projekc iesú  vyjad rené na opis rôznyc h  vlastností obrazu a jeh o vzť ah u k správnemu vytvoreniu obrazu.

Po d m i e n k y  s p r á v n e j  p r o j e k c i e
     P od mienky vyc h ád zajú  z pozorovaní vnímania obrazu č lovekom. P rvá pod mienka je, aby sapriamky po projekc ii zobrazili opä ť  d o priamok. T áto pod mienka sa nazýva pod mienkou
zakrivenia. A k sa pozrieme na c entrálnu projekc iu, zistíme, že tejto pod mienke vyh ovuje. A k
použijeme c entrálnu projekc iu ako Πrovina, potom zakrivenie výsled nej projekc ie závisí odzakrivenia Trovina. V yžad ujeme, aby zakrivenie výsled néh o obrazu bola č o najmenšia. O znač íme sid ruh ú  moc ninu zakrivenia K(Trovina ,  x ,  y ) zobrazenia Trovina v bod e x ,y( zakrivenie vyc h ád za zozakrivenia č iary v bod e) .     D ruh á pod mienka sa nazýva pod mienkou p r i a m e h o  p o h ľ a d u . S poč íva v tom, že projekc ia bod ovobrazu musí byť  pod obná v každ om bod e projekc ii vlákna projekc ie prec h ád zajú c eh o d anýmbod om na rovinu kolmú  na toto vlákno. Id e tu vlastne o to, aby sa obraz zobrazil rovnako na
každ om mieste výsled néh o obrazu. T ú to vlastnosť  má v urč itom uh lovom okolí projekc ia Πg u ľ a.P reto nás zaujíma veľ kosť  nep riamosti zobrazenia Tg u ľ a. Môžeme preto vytvoriť  mieru nepriamosti
D(Tg u ľ a ,  φ,  ψ), kd e φ ,  ψ sú  sú rad nic e na prec h od nej g uľ ovej ploc h e. P re ď aľ šiu prác u ju všakmôžeme vyjad riť  v sú rad nic iac h  zobrazenia Trovina. D ostávame potom D(Trovina ,  x ,  y ), č o námukazuje mieru nepriamosti bod u na sú rad nic i x ,  y  v obraze. T ú to mieru nepriamosti si môžemepred staviť  ako zmenu proporc ií g ule premietnutej d o obrazu, kd e by sa mala zobraziť  ako kruh .R ozd iel pomerov osí v zobrazenom elipsoid e a č ísla 1 by moh ol c h arakterizovať  mieru nepriamosti.P red poklad áme, že ak premietneme g uľ u na g uľ ovú  ploc h u, získame obraz d isku, a ak tentopremietneme na rovinu obrazu, mali by sme d ostať  kruh .     O znač íme c elkové zakrivenie K(Trovina) a c elkovú  nepriamosť  D(Trovina), ktoré môžu byť  napríkladmax imom zo všetkýc h  h od nôt alebo integ rálom po c elom obraze. P otom nám ostáva nájsť  ic hminimum. Ú loh a sa zmení na h ľ ad anie minimalizujú c ic h  f unkc ionálov.

minimalizáciaK T rovina = minimalizáciaD T rovina =

s p o d m i e n k o u D T rovina = s p o d m i e n k o u K T rovina =

V  prvom prípad e získame minimalizujú c i f unkc ionál  , v d ruh om  .
Môžeme sa zbaviť  obmed zujú c ic h  pod mienok tak, že vytvoríme konvex nú  kombinác iu K a D.P otom sa minimalizác ia zmení na

m i n i m a l i z á c i a F=K T rovina 1−D T rovina  , ∈〈 0 , 1 〉
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Riešenie týchto problémov je veľmi zložité, preto je lepšie použiť aproximáciu výsledku. Hodnoty
λ sa mô žu voľne pohybovať v danom intervale, mô žu byť zvolené podľa potreby a lí šiť sa v
každom bode obrazu.
Použitie v programe
     I mplementácia je pomerne jednoduchá. J e zložená z aplikovania centrálnej projekcie
s ľubovoľným stredom a transf ormácie vzniknutého obrazu na korig ovaný obraz. P redpokladáme,
že obraz má stred v bode ( 0 , 0 ) .
     D ruhá č asť transf ormácie sa dá vyjadriť pomocou alg oritmu:

P re každý bod [ i, j]  obrazu vypoč í tame r= i2 j2 a bodu priradí me
f arbu interpolovaná f arb a

−1
r ir ,

−1
r jr  . I n terpol ovan á

f arb a sa vypoč í ta naprí klad priemerovaní m alebo f iltrovaní m.

     J e potrebné vyjadriť inverznú  f unkciu k f unkcii ρ. T ú  mô žeme vyjadriť naprí klad pomocou
dvoch interpolácií  -  geometric k ej  a l in eá rn ej .
G eometric k á  in terpol á c ia
     P re g eometrickú  interpoláciu platí  vzťah


−1
r= t g 2− a rc t g  t g  a rc t g R

2−
r
R ,

     kde R je konštanta zvä č šenia.

     A k vyžadujeme, aby λ bola rô zna v obraze, naprí klad aby závisela od uhla φ, musí me vypoč í tať
     inverznú  f unkciu k f unkcii

r=R
t g  a rc t g r
2−

t g  a rc t g R
2−

L in eá rn a in terpol á c ia
     P re lineárnu interpoláciu platí  vzťah

r=
r
R
1−

R r21−1

r R21−1
     Hodnotu inverznej f unkcie mô žeme vyjadriť pomocou zvolenej numerickej metó dy.

     P ri vyžadovanej závislosti λ na φ sa výraz zmení  na
r=

r
R
1−

R r21−1

r R21−1
.

     V ýpoč et je však veľmi komplikovaný, preto je lepšie využiť g eometrickú  interpoláciu.
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Viditeľná oblasť
     Centrálna a úbežníková projekcia v priestore vymedzia oblasť, ktorá je viditeľná. Keďževiditeľná oblasť má v rovine xz ako i v rovine yz tvar neu zavreté h o troju h olníka, v priestorenadobúda tvar neu zavreté h o  š tvorboké h o ih lanu . V š etkybody, ktoré  patria do jeh o vnútra,  bu dú po projekcii ležať vovnútri obrazu . P ri takejto viditeľnej oblasti vš ak nastaneproblé m pri vý poč te perspektívnej projekcie pri bodoch , ktorésú príliš  blízko stredu  premietania ( úbežníku ) . V tedy by pridelení h ĺ bkou  moh la nastať ch yba vý poč tu  pre príliš  veľkývý sledok, ktorý  sa nezmestí do reprezentácie č ísel. P reto sazvykne pridať blízko stredu  premietania rovina, ktorá jekolmá na os z vo vzdialenosti zmin. T áto rovina bu deu rč ovaťminimálnu  možnú z- ovu  súradnicu  bodu , ktorý  bu de eš teviditeľný . Z  podobný ch  poh nútok sa zvykne pridávať ďaľš iarovina kolmá na os z do vzdialenosti zma x . J ej úloh ou  jeu rč ovať najvä č š iu  možnú súradnicu  z viditeľný ch  bodov. J ejpridanie je vh odné  kvô li ch ybovosti nu merický ch  vý poč tov,ktoré  sa zvyknú silne prejaviť pri vyš š ích  h odnotách , a taktiež kvô li obmedzeniu  viditeľné h opriestoru  kvô li š etreniu  pamä ťou . D ru h ý  aspekt je vyu žívaný  vtedy, keď sa zobrazu je rozľah lýpriestor s veľký m poč tom objektov, ktorý  je vš ak rozdelený  na u rč ité  č asti. P otom stač í u držovaťinf ormácie iba o objektoch , ktoré  sa nach ádzajú vnútri a v bezprostrednom okolí aktu álnej č astipriestoru . Kvô li tomu  sa zvykne obmedziť dosah  poh ľadu  na minimálny rozmer tejto č asti.

Z obr az enie na obr az ov k e
     S úradnice získané  po perspektívnom premietaní nemô žeme priamo pou žiť na vykresľovaniena obrazovku . V ý sledný  obraz má síce rozmery totožné  s veľkosťou  obrazovky, avš ak ak by sme sapokúsili vykresliť body, zistili by sme, že obraz je na obrazovke " h ore noh ami" . S úvisí to s tý m,že pri vš etký ch  predoš lý ch  vzťah och  os y rástla odspodu  nah or, zatiaľ č o na obrazovke to bý vazvä č š a naopak. V yrieš ime to tak, že od zvislé h o rozlíš enia obrazovky odpoč ítame y - ovu  súradnicubodu , č ím dostaneme novú súradnicu  y, ktorá bu de správne orientovaná. A k v je zvislý  rozmer
( rozlíš enie)  obrazovky, potom nová súradnica y bu de mať tvar y= v− y' , kde y'  je y - ova
súradnica bodu , získaná po perspektívnej transf ormácii. T ento vzťah  vš ak mô žeme vč leniť priamodo matice projekcie, a to tak, že zinvertu jeme prvok, ktorý  u rč u je veľkosť y- ovej súradnice. P ricentrálnej projekcii by sme dostali maticu

c=[
k 0 0 0
0 − l 0 0
rx r y 1 1
0 0 0 0

]
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Vykresľovanie mnohouholníkov
     Veľmi dôležitou súčasťou programov pre zobrazovanie trojrozmerných objektov jevy kresľovanie mnohouholní kov. Z vä čš a ide o časovo najná ročnejš iu činnosť,  preto sa hľadajúspôsoby  ako čo najrýchlejš ie vy kresľovať mnohouholní ky  a zá roveň  ako vy kresľovať len tie,  ktorésú skutočne viditeľné . T aktiež sa hľadajú spôsoby ,  ako obmedziť vzá jomné  prekrývaniemnohouholní kov a opä tovné  prekresľovania už zakreslenej oblasti.
     Č asto použí vaný a ef ektí vny  spôsob vy kresľovania mnohouholní kov je založený na rozklade
m n oh ou h oln í ka n a ri adky. M nohouholní k prechá dzame po jednotlivých riadkoch,  zistí me sizačiatočný a koncový bod riadku a v vy kreslí me vodorovnú čiaru medzi týmito bodmi. T o,  že jetento spôsob veľmi rýchly  spočí va v tom,  že video pamä ť počí tača je zvä čš a organizovaná  poriadkoch. Z namená  to,  že dve ná sledujúce adresy  vo video pamä ti ukazujú na dva body  v susednýchstĺ pcoch v tom istom riadku ( pokiaľ nie je jeden na konci jedné ho a druhý na začiatku druhé horiadku)  a vy kresľovanie riadku môžeme nahradiť jednou inš trukciou zapisujúcou viacero by tov dopamä ti.
V ykres ľ ov an i e m n oh ou h oln í ka ri adkov ý m  rozkladom
     N á jdeme bod v mnohouholní ku,  ktorý je najvy š š ie ( na obrazovke má  minimá lnu y - ovusúradnicu)  a dva jeho susedné  body ,  jeden ľavý a jeden pravý. D ostá vame dve úsečky  -  ľavú apravú. Vy počí tame rozdiel x- ovej súradnice pri zmene o jeden riadok v oboch úsečká ch ( sú tohodnoty ,  ktoré  v každom riadku budeme pripočí tavať ku x- ovej súradnici ľavé ho ( začiatočné ho)  apravé ho ( koncové ho)  bodu) . V riadku vy kreslí me vodorovnú čiaru medzi týmito dvomi bodmi aposunieme sa na ď aľš í  riadok. K u bodom potom pripočí tame rozdiely  x- ovej súradnice. A k sme sadostali na koniec jednej z dvoch úsečiek,  zoberieme ď aľš ieho suseda koncové ho bodu úsečky ,  čí mdostaneme novú,  nadvä zujúcu úsečku. T aktiež pre ň u vy počí tame rozdiel x- ovej súradnice prizmene o jeden riadok. T oto vš etko opakujeme,  kým nevy kreslí me posledný riadok mnohouholní ka.
Algoritmus
     A lgoritmus vy žaduje,  aby  sa v zozname bodov mnohouholní ka vedľa seba nachá dzali navzá jomsusedné  body . T oto je možné  dosiahnuť iba tak,  že body  mnohouholní ka usporiadame v smere
alebo proti smeru hodinových ručičiek. B ody  si označí me ako Bi , i=0 . . n−1 ,  kde n je počet
bodov mnohouholní ka a majú tvar B =  ( x ,  y ,  V) ,  kde V sú nejaké  ď aľš ie vlastnosti bodu.

        1 . N á jdeme index  y m i n vrchola,  ktorý má  minimá lnu hodnotusúradnice y. N á jdeme index  x m i n vrchola s najmenš oua index  x m a x  vrchola s najvä čš ou hodnotou súradnice x.P omocou týchto troch vrcholov zistí me najskôr,  či sú bodyusporiadané  v smere alebo proti smeru hodinových ručičiek,a potom zistí me,  ktorý susedný vrchol má me zobrať,  aby  smemohli vy tvoriť ľavú a pravú hraničnú úsečku,  vy chá dzajúcuz vrchola Bymin. Z istí me to tak,  že ak vrcholová  vzdialenosť( vzdialenosť medzi bodmi v poli so zvä čš ujúcim sa index om)medzi bodmi Bymin a Bx min je vä čš ia ako vzdialenosť medzi 
B x ma x  a Bymin ,  potom sú body  v zozname usporiadané  v smerehodinových ručičiek,  inak sú usporiadanú proti smeru. A k sú usporiadané  v smere hodinových ručičiek,  potom pravý
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susedný bod je B[ ymin + 1] a ľ av ý B[ ymin -  1] ( [  i ]  je op er á c i a,  k t or á  ur č uje i ndex  v  p ol i  t ak ,  aby  bol  v ž dyv  r oz m edz í  0 ..n- 1,  [  i ]  =  i m od n) . A k  sú  body  usp or i adané  p r ot i  sm er u h odi nov ýc h  r uč i č i ek ,  p r av ýsusedný bod je B[ ymin -  1] a ľ av ý B[ ymin + 1]. V r c h ol ov á  v z di al enosť  je p oč et  v r c h ol ov ,  k t or é  l ež i a m edz idv om i  v r c h ol m i ,  av š ak  ni e najm enš i a,  al e c y k l i c k y  v  sm er e z v ä č š ujú c eh o sa i ndex u v  p ol i  bodov .V y t v or í m e si  p r em ennú  s m e r ,  k t or á  ná m  bude ur č ov ať  sm er  p oh y bu p o v r c h ol oc h  v  p ol i ,  aby  t ent op oh y b bol  v  sm er e h odi nov ýc h  r uč i č i ek  (bude 1,  ak  body  sú  z or adené  v  sm er e h odi nov ýc h  r uč i č i ek ,
- 1 ak  p r ot i  sm er u) . Ď al ej si  v y t v or í m e š t y r i  p r em enné ,  l z ,  l k,  p z a p k,  k t or é  budú  ur č ov ať  i ndex yz ač i at oč nýc h  a k onc ov ýc h  bodov  ľ av ej a p r av ej ú seč k y . N a z ač i at k u p r i r adí m e l z =  p z =  ym in,  l k =
x m in a p k =  x m a x . P r i dá m e eš t e p r em ennú  y ,  k t or á  v  sebe obsah uje č í sl o ak t uá l neh o r i adk u,  y =
B [ ymin]  y (y dá m e r ov né  y - ov ej sú r adni c i  bodu s m i ni m á l nou sú r adni c ou y ) . N á jdem e eš t e

ymax ,  m ax i m á l nu y - ov ú  sú r adni c u bodu.

2 . V y p oč í t am e ld= B [ l
k
] x−B [ l z ] x

B [ lk ]  y−B [ l z ]  y a pd
=
B [ pk

] x−B [ p z
] x

B [ pk
]  y−B [ p z

]  y ,  k t or é  ná m  h ov or i a,
o k oľ k o sa m ení   x- ov a sú r adni c a ľ av ej a p r av ej ú seč k y  p r i  p osune na ď aľ š í  r i adok . Ď al ejv y t v or í m e p r em enné  x l a x p,  k t or é  budú  ur č ov ať  ľ av ý a p r av ý ok r aj m noh ouh ol ní k a v  y - t om
r i adk u ( x l

=B [ l z ] x a x p
=B [ p z

] x ) .
3 .V y k r esl í m e v odor ov nú  č i ar u v  r i adk u y od bodu x l  p o bod x p a p r i r adí m e x l =  x l +  l d a x p =  x p +  l p.
   A k y=B [ lk ]  y ,  z nam ená  t o,  ž e sm e sa dost al i  na k oni ec  ľ av ej ú seč k y  a m usí m e ná jsť  jej
   nov é  k onc ov é  v r c h ol y . Z ač i at oč ný bod nov ej ú seč k y  je t ot ož ný s k onc ov ým  bodom  p r edoš l ej     ú seč k y ,  l z =  l k. M usí m e si  v š ak  dať  p oz or ,  aby  sm e nev y br al i  dv a v r c h ol y  s r ov nak ou y - ov ou    sú r adni c ou,  p r et ož e by  sm e p r i  z i sť ov aní  l d del i l i  nul ou. T om ut o sa v y h nem e,  p ok i aľ  sa budem e    p oh y bov ať  doľ av a dov t edy ,  k ým  nenat r af í m e na v r c h ol y  s r ô z nou y - ov ou sú r adni c ou (ľ av ý    susedný v r c h ol  m á  i ndex  [ l k -  s m e r ] ,  p r av ý [ p k +  s m e r ]  ) . P odobne p ost up ujem e aj v t edy ,  ak  sm e   sa dost al i  na k oni ec  p r av ej ú seč k y . P r e nov ú  ú seč k u op ä ť  v y p oč í t am e l d al ebo p d . Z v ýš i m e y o 1. 
   T ent o k r ok   op ak ujem e dov t edy ,  k ým y y m a x .
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Orezávanie mnohouholníkov
Pri zo b ra zo v a n í m n o h o u h o l n í k o v s a s t á v a , ž e s a m o t n ý m n o h o u h o l n í k v y č n ie v a z v id it e ľ n e jo b l a s t i. Pre t o j e n u t n é zm e n iť t v a r m n o h o u h o l n í k a t a k , a b y o p is o v a l ib a j e h o č a s ť , k t o rá za s a h u j ed o  v id it e ľ n e j  o b l a s t i. Pri o re zá v a n í  m n o h o u h o l n í k o v  m ô ž e m e  p o s t u p o v a ť  t a k ,ž e  m n o h o u h o l n í k  p o s t u p n e  o re zá v a m e  s  k a ž d o u  ro v in o u ,k t o rá  o h ra n ič u j e  v id it e ľ n ú  o b l a s ť . T o t o  b y  v š a k  b o l o  d o s ťp ra c n é  p ri o re zá v a n í  v o č i ľ a v e j ,  p ra v e j ,  d o l n e j  a  h o rn e j  ro v in e ,p re t o ž e  t ie t o  n ie  s ú  ro v n o b e ž n é  s o  s ú ra d n ic o v ý m i o s a m i.Pre t o  m ô ž e m e  v y u ž iť  t ú  s k u t o č n o s ť ,  ž e  p o  p e rs p e k t í v n e jt ra n s f o rm á c ii s a  v id it e ľ n á  o b l a s ť  t ra n s f o rm u j e  z t v a ruzre za n é h o  ih l a n a  n a  t v a r k v á d ra . Av š a k  p re d  p e rs p e k t í v n o ut ra n s f o rm á c io u  m u s í m e  za is t iť ,  a b y  s a  v  m n o h o u h o l n í k uv y s k y t o v a l i ib a  b o d y ,  k t o rý c h  z- o v a  s ú ra d n ic a  l e ž í  m e d zip re d n o u  a  za d n o u  ro v in o u . Pre t o  o re zá v a n ie  m ô ž e m e  ro zd e l iťn a  d v e  č a s t i. Prv á  s p o č í v a  v  o re za n í  m n o h o u h o l n í k a  vp ô v o d n o m  p rie s t o re  v zh ľ a d o m  n a  s ú ra d n ic u  z. Dru h á  č a s ť  s av y k o n á v a  p o  p e rs p e k t í v n e j  p ro j e k c ii a  m n o h o u h o l n í k  s ao re zá v a  v zh ľ a d o m  n a  o k ra j e o b ra zo v k y  ( s ú ra d n ic e  x '  a  y ' ) .

Hĺbkové orezávanie
     Prv é  o re zá v a n ie  s p o č í v a  v  n á j d e n í  o k ra j o v ý c h  ú s e č ie k  m n o h o u h o l n í k a ,  k t o rý c h  j e d e n  b o d  s an a c h á d za  n a d  a  d ru h ý  p o d  p re d n o u  ( za d n o u )  ro v in o u . Ak  t a k ú t o  ú s e č k u  n á j d e m e ,  p o t o m  j u  m ô ž e m ero zd e l iť  n a  d v e  ú s e č k y ,  p re t o ž e  d o  m n o h o u h o l n í k a  p rid á m e  m e d zi d v a  k ra j n é  b o d y  ú s e č ie k  n o v ýb o d ,  k t o rý  j e  p rie s e č n í k o m  d e l ia c e j  ro v in y  a  ú s e č k y . T o t o  b u d e m e  v y k o n á v a ť  d o v t e d y ,  p o k ia ľn e n á j d e m e  v š e t k y  t a k é t o  b o d y . Po t o m  j e d n o d u c h o  v š e t k y  b o d y ,  k t o ré  s ú  s v o j o u  h ĺ b k o u  m im o
v id it e ľ n e j  o b l a s t i z m n o h o u h o l n í k a  v y b e rie m e . Ak A=Ax , A y , A z j e  p rv ý  a
B=Bx , B y , B z d ru h ý  k ra j n ý  b o d  ú s e č k y ,  z r  j e  v zd ia l e n o s ť  d e l ia c e j  ro v in y  o d  p o č ia t k u ,  p o t o m

s ú ra d n ic e  p rie s e č n í k a  P  zis t í m e  a k o
P= A

z
r
− A

z

B
z
− A

z

B− A .

( Pre d p o k l a d á m e ,  ž e  m n o h o u h o l n í k  j e  p o p í s a n ý  v zá j o m n e  s u s e d ia c im i b o d m i)

M ô ž e m e  s i v š im n ú ť ,  ž e  z p ô v o d n é h o  m n o h o u h o l n í k a  A B C D E  v zn ik o l  m n o h o u h o l n í k  F G H E C h .
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Orezávanie po perspektívnej transformácii
Perspektívnou transf orm á c i ou d osi ah nem e to, ž e b od y , ktoré m aj ú l ež ať vo vi d i teľ nej ob l astim aj ú teraz sú rad ni c e v roz m ed z í 0..rx a 0..ry, kd e rx j e š írka a ry j e vý š ka ob raz u. Potom m ô ž em epostupovať takm er ú pl ne z h od ne s pred c h á d z aj ú c i m postupom , avš ak ak aj po perspektívnejtransf orm á c i i potreb uj em e vy j ad ri ť h ĺ b ku b od u ( napríkl ad pri použ i tí pam ä ti h ĺ b ok) , nem ô ž em e j uvy j ad ri ť j ed nod uc h o ako pri pred oš l om orez á vaní, pretož e perspektívnou transf orm á c i ou sa strá c al i neari ta h ĺ b ky .

     Pri  opi se pam ä ti  h ĺ b ok j e uved ené , ž e 1
z

sa v tom to pri estore c h ová  l i neá rne, a ted a m ô ž e b y ť
vy už i té  pri  z i sť ovaní h ĺ b ky  pri eseč níka. Ak m á m e d va prem i etnuté  b od y A '=Ax ' , A y ' , A z a B '=Bx ' , B y ' , B z a ú seč ka AB pretína napríkl ad pri am ku x ' = r , potom sú rad ni c e
pri eseč níka P '=P x ' , P y ' , P z   m ô ž em e vy j ad ri ť  ako

P
x
'= r

P y '= A y '
r− Ax '
Bx '− Ax '

B y '− A y ' 

P z=
B z A z Bx '− Ax ' 

B z Bx '− Ax ' A z−B z  r− Ax ' 

Pod ob né  vz ť ah y  pl ati a aj  pre orez á vani e vz h ľ ad om  na sú rad ni c u y ' .
Pri  orez á vaní postupuj em e pod ob ne ako pri  pred oš l om  orez á vaní. N aj skô r orez á vam e pod ľ a j ed nejz o sú rad níc  a až  po nej  pod ľ a d ruh ej . N a konc i  b y  sm e m al i  d ostať  m noh ouh ol ník, ktoré h o vrc h ol yurč i te l ež i a vo vi d i teľ nej  ob l asti  a ktorý  na ob raz ovke z ab erá  sprá vny  vý rez .
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Tieňovanie
     Ak chceme, aby sa obraz objektu aspoň trochu približoval skutočnosti, nemali by sme zabudnúťna svetlo a jeho premeny, ktoré  vytvá ra na povrchu objektu.  M ô žeme si vš imnúť, že priamoosvetlená  strana telesa je svetlejš ia ako tá , ktorá  je š ikmejš ie otočená  voči svetlu, či ako tá , ktorá  nieje osvetlená  vô bec.  T ieňovanie je spô sob, ako sa priblí žiť zmená m intenzity svetla na povrchuobjektu.  N ejde vš ak o vrhanie tieňov na iné  objekty, len o sprá vanie sa svetla na povrchu telesa,akoby okolo neboli žiadne iné  objekty.
N ajčastejš ie sa možno stretnúť s tý mito spô sobmi tieňovania ( vo vš etký ch sa pracuje s ploš ný msvetlom) :

1. P l o š n é  t i e ň o v a n i e
2 . L i n e á r n a  i n t e r p o l á c i a  f a r b y
3 . In t e r p o l á c i a  n o r m á l y

Plošné tieňovanie
     Z aložené  je na vý počte intenzity f arby pre celú plochu mnohouholní ka.  T úto intenzitu zí skametak, že zistí me, aký  uhol zviera normá la roviny mnohouholní ka s vektorom osvetlenia.

Ak plocha mnohouholní ka má  normá lu N a svetlo sa š í ri vsmere určenom vektorom S a tieto vektory majú jednotkovúdĺ žku, potom uhol, ktorý  zvierajú, využijeme na zistenie
intenzity svetla.  K eď že N �S=cos  , kde α je uhol tý chto
vektorov, využijeme to, že hodnoty cos α sú v intervale
〈−1 ,1 〉 , pričom menš ie ako 0  sú pri α v intervale


2
, 3
2  2 k , k∈Z .  Ak svetlo osvetľ uje plochu z

viditeľ nej strany, potom N �S≤0 a absolútnu hodnotu tohto
súčinu mô žeme použiť ako intenzitu svetla na povrchu mnohouholní ka.  V yplý va to z toho, že
∣N �S∣∈〈0 ,1〉 a z toho, že ∣N �S∣=1 vtedy, keď  normá la roviny smeruje presne oproti

svetlu.  P locha je potom kolmo orientovaná  na dopadajúce svetlo a intuití vne sa dá  predpokladať, že
prá ve vtedy by mala byť intenzita osvetlenia plochy najvyš š ia.  P odobne, ∣N �S∣=0 vtedy, keď
svetlo je kolmé  na normá lu roviny, potom neosvetľ uje rovinu vô bec, keď že je s ňou rovnobežné .Ak svetlo osvetľ uje plochu iba z neviditeľ nej strany, potom pre viditeľ nú stranu mô žeme zvoliťintenzitu rovnú 0 .  M nohokrá t vš ak chceme, aby intenzita svetla aj na neosvetlenej rovine bolanenulová .  Ak sa poobzerá me okolo seba, zistí me, že predmety sú osvetlené  aj na straná ch, ktoré  súovrá tené  od svetla.  T ie, ktoré  sú privrá tené , majú vyš š iu intenzitu svetla, ktorá  sa mení  podľ apolohy oproti svetlu, tie, ktoré  sú odvrá tené  majú intenzitu podobnú ( mô žeme ju brať ako rovnakú) .Ak si zvolí me minimá lnu hodnotu intenzity Imin , potom vý počet intenzity svetla I dané ho vektorom
S pre rovinu mnohouhlní ka s normá lou N mô žeme vyjadriť ako

I ={∣N �S∣∗1− Imin  Imin N �S≤0
Imin N �S0 6

V ý slednú f arbu F mnohouholní ka v lineá rnych f arebný ch modeloch vypočí tame prená sobení m
pô vodnej f arby mnohouholní ka f intenzitou f arby I, F= f I
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Lineárna interpolácia farby
     Predchádzajúci spôsob tieňovania priraďoval celej ploche rovnakú farbu. Lineárna interpoláciafarby  nenecháva celú plochu rovnakej farby ,  ale sa snaž í  interpolovať  farbu vnútri plochy . O pä ť  sapredpokladá,  ž e celý  m nohouholní k je jednofarebný . Postup spoč í va v tom ,  ž e sa vy jadria intenzityfarby  v krajný ch bodoch m nohouholní ka,  vy poč í tajú sa v nich farby  ( farba m nohouholní ka krátintenzita svetla v bode)  a m nohouholní k sa vy kresľ uje s interpolovaný m i farbam i vo vnútrim nohouholní ka.

K ľ úč ový m  v tom to spôsobe tieňovania je zistenie intenzity  farbyv krajný ch bodoch m nohouholní ka. Pre jej zistenie sa najviacvy už í va priem er z norm ál roví n m nohouholní kov,  do ktorý ch danýbod patrí . Pre daný  bod sa vy berú m nohouholí ky ,  do ktorý ch patrí ,sč í tajú sa ich norm ály ,  podelia sa ich poč tom ,  vý sledný  vektor saznorm alizuje a priradí  bodu. I ntenzita farby  a farba bodu sa vy poč í tarovnako ako pri ploš nom  tieňovaní . ( na obrázku sú norm ály  roví noznač ené  veľ ký m i š í pkam i,  vrcholov m alý m i) .
N akoniec zí skavam e farbu kaž dé ho bodu. Ď aľ š í m  problé m om  je spôsob vy kresľ ovaniam nohouholní ka. A k vy už ijem e kreslenie m nohouholní ka riadkový m  rozkladom ,  potom  dostanem enielen zač iatoč nú x z a koncovú x k súradnicu v riadku,  ale taktiež  aj zač iatoč nú fz a koncovú fk farbuv riadku. A ko teda prejsť  od jednej farby  k druhej ?  Lineárna interpolácia farby  je založ ená na tom ,ž e ku vš etký m  zlož kám  zač iatoè nej farby  pripoč í tava postupne urč itú konš tantu tak,  aby  sa na konci
riadku z nej stala koncová farba. Pre i- tu zlož ku farby  bude táto konš tanta d f  i=

f k  i− f z  i
x k− x z

.
Potom  pre zlož ky  zač iatoč nej farby  platí f  i= f z  i0 d f  i= f z  i ,  pre zlož ky  koncovej
f  i= f z  ix k− x z d f  i= f z  i f k  i− f z  i= f k  i . A lg oritm us vy kresľ ovania

vodorovnej č iary  m nohouholní ka teda m ôž em e vy jadriť  takto:
1 . V y poč í tanie hodnôt df ( i)  pre kaž dú zlož ku farby ,  nastavenie hodnotyzlož iek aktuálnej farby  f( i)  na fz ( i) . A ktuálna pozí cia x  bude x z .2 . V y kreslenie bodu s farbou f. Pripoč í tanie rozdielov zlož iek df ( i)ku zlož kám  f( i) . Pokiaľ  x  je m enš ie alebo rovné  x k ,  opakujem e vy kresľ ovanie.

Pri vy kresľ ovaní  m nohouholní ka je eš te potrebné ,  aby  sa pre kaž dú okrajovú úseč ku vy poč í talazm ena farby  pri posune o jeden riadok,  a táto sa kaž dý  riadok pripoč í tavala ku aktuálnej farbe( ekvivalent ku zm ene x - ovej súradnice na jeden riadok) .
A k použ í vam e farebnú paletu,  potom  m iesto zlož iek farby  použ ijem e index y  farieb. A vš ak paletam usí  by ť  pripravená na použ itie pri tieňovaní  ( m usí  by ť  rozdelená do súvislý ch blokov postupneklesajúcich alebo stúpajúcich odtieňov základný ch farieb -  naprí klad za sebou následujúcich 2 5odtieňov č ervenej...) .
N evý hoda tohto spôsobu tieňovania spoč í va v tom ,  ž e farba na ploche nem ôž e nikdy  zvý š iť  svojuintenzitu,  pretož e je viazaná na poč iatoč nú a koncovú farbu a pohy buje sa len v intervale m edzitý m ito dvom i farbam i. A k vš ak na jednom  konci úseč ky  je uhol m edzi norm álou plochy  a svetlomm enš í  ako 1 8 0  stupò ov a na druhom  vä č š í ,  intenzita bude na oboch koncoch m enš ia ako m ax im álnaa farba m edzi tý m ito bodm i bude m ať  intenzitu m edzi nim i,  aj keď v tom to prí pade by  sm e m ohliprepokladať ,  ž e intenzita bude chví ľ ku rásť ,  a potom  klesať .
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Interpolácia normály
     Tento nedostatok sa snaží odstrániť tieňovanie pomocou interpolácie normál. M iesto z ložiek
f arb y  medz i dvomi b odmi sa snažíme interpolovať z ložky  normálový ch  vektorov. N ormálové
vektory  v b odoch  vy poč ítame rovnako ako pri lineárnej  interpolácii f arieb . N a interpoláciu
normálové h o vektoru v riadku mô žeme použiť lineárnu interpoláciu. P otom pri kreslení
mnoh ouh olníka b udeme pripoč ítavať ku poč iatoč nej  normále vektor prírastkov normály ,  ktorý  j e
z volený  tak,  ab y  sme na konci riadku dostali koncový  normálový  vektor. A k M j e poč iatoč ná
normála a N j e koncová normála v riadku,  vektor prírastkov d vy poč ítame ako d= M−N

x k− x z
.

P ostupuj eme potom podob ne ako pri lineárnej  interpolácii f arb y  s tý m roz dielom,  že pri
vy kresľ ovaní b odu vy poč ítame intenz itu a pomocou nej  a f arb y  mnoh ouh olníka vy poč ítame f arb u v
danom b ode. L ineárna interpolácia normály  j e síce pomerne rý ch la,  avš ak dosť nepresná,  pretože
veľ kosť normálové h o vektora vnú tri ploch y  už nemusí b y ť j ednotková. P reto sa používa
modif ikácia lineárnej  interpolácie intenz ity ,  kde sa pri vý poč te intenz ity  normálový  vektor
z normuj e a takto sa použij e na j ej  vý poč et.

     P ri používaní tieňovania pomocou interpolácií f arb y  a normály  si treb a uvedomiť,  že ob j ekt,
ktorý  sa snažíme tieňovať musí b y ť roz ložený  na vz áj omne sú visiace č asti z  h ľ adiska tieňovania,
inak sa stane,  že pri vy poč ítavaní normály  v b ode z ah rnieme do vý poč tu aj  normály  plô ch ,
ktoré  nemaj ú  žiaden sú vis s tieňovaním. N apríklad pri tieňovaní valca,  ktoré  b y  sme použili kvô li
okrú h lemu ob alu,  b y  sa nám do vý poč tu normál z amieš ali aj  ob e podstavy ,  č o vš ak pre dané
tieňovanie nemá žiaden z my sel,  keď že tieto ploch y  nemaj ú  priamy  sú vis s intenz itou svetla na
ob ale.

          Plošné tieňovanie L ineá r na inter p olá c ia f ar b y         I nter p olá c ia nor m á ly
    ( L am b er tovo tieňovanie)   ( G ou r au d ovo tieňovanie)        ( Ph ong ovo tieňovanie)
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Štruktúra povrchu
     Časti telies, zložené z mnohouholníkov vykresľovaných jednou farbou alebo jednofarebnetieň ovaných nevyzerajú  veľakrá t reá lne.  Ak sa p ozrieme na ľubovoľný p redmet, u drvivej vä č š inymô žeme p ozorovať  na ich p ovrchu nejakú  farebnú  š truktú ru.  P reto sa namiesto tieň ovaniaalebo v sp ojení s ním p riradí mnohouholníku obrá zok š truktú ry jeho p ovrchu ( textúru) .  Dosiahne satým niekedy realistickejš í výzor telesa, ale p ribudne aj niekoľko vä č š ích p roblémov.

Ako priradiť struktúru mnohouholníku ?
K aždému bodu mnohouholníka mô žemep riradiť  bod, ktorý leží v š truktú re p ovrchu.N a ľavom obrá zku je nakreslený mnohouholník
A B C D , ku ktorého bodom sú  v š truktú renap ravo p riradené š tyri body.  Bez ohľadu na to,aký tvar alebo sklon nadobú da mnohouholník,body v š truktú re sú  p evne p riradené bodommnohouholníka.  P riradenie by malo byť  také, aby body v š truktú re op isovali otoč ený, zvä č š ený,p ozdĺ ž osi natiahnutý, p osunutý alebo stredovo sú merný obraz mnohouholníka p ri p ohľade narovinu v p riestore, kde leží mnohouholník.  T ýmto docielime, aby sa každý bod š truktú ry p remietolv rovnakom tvare a veľkosti na mnohouholník.  S amozrejme, nič  ná m nebrá ni, aby sme p riradilibody ľubovoľne, avš ak p otom nemá me zaruč ené, že sa ná m obraz nebude meniť  v zá vislostinap ríklad od natoč enia mnohouholníka, č o p ovä č š inou nechceme.  N a obrá zkoch sú  uká zanésp rá vne a nesp rá vne p riradenia bodov ( vľavo od š íp ky je mnohouholník, vp ravo sú  p riradeniabodov v š truktú re) .

K aždému bodu Bi=Bix , Biy , Bi z  mnohouholníka p riradíme teda bod K i=K ix , K iy v
š truktú re.
Ako p otom vykresľovať  mnohouholník ?  T oto vykresľovanie je založené na výp oč te sú radnícbodov š truktú ry, ktoré ležia vo vnú tri mnohouholníku.  T ento výp oč et je tiež nazývaný m a p o v a n i e .  
R ov inné  mapov anie  š truktúry
     T oto map ovanie je len modifiká ciou lineá rnej interp olá cii, ktorá  bola p oužitá  nap ríkladinterp olá cii farby p ri tieň ovaní.  P odobne ako farba, lineá rne sa interp olujú  sú radnice xs sa ysv š truktú re.  P re každú  krajnú  ú seč ku vyp oč ítame rozdiel x- ovej a y - ovej sú radnice v š truktú rep ri zmene jedného riadku v obraze.  S amotné vykresľovanie riadku zmeníme tak, že vyp oč ítamezmenu týchto sú radníc na jeden stĺ p ec obrazu.  Ak p oč iatoč ný a koncový bod krajnej ú seč ky je
A=Ax , A y a B=Bx , B y , k nim p riradený bod v š truktú re je K=K x , K y a
L=Lx , L y , p otom vektor zmeny sú radníc v jednom riadku vyp oč ítame ako

d= K− L
B y− A y
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     Podobne by sme dostali zmenu súradníc pri prechode na ďaľší stĺpec obrazu. Ak xmin a xma x  boliminimá lna a maximá lna súradnica x v  riadku, potom zmena v  súradníc j ednom stĺpci by bola

d= K− L
xmax− xmi n

V ý sledok použ ij eme tak, ž e pri kaž dom kroku pripoč ítav ame ku x- ov ej  a y - ov ej  súradniciv  štruktúre rozdiel tý chto súradníc v  j ednom riadku.
     Problé mom tohto mapov ania j e, ž e predpokladá  rov nakú hĺbku v šetký ch bodov . Preto nie j ev hodné  na zobrazov anie pri perspektív nom premietaní.
Perspektívne mapovanie štruktúry
     Pri perspektív nom zobrazov aní sa mení lineá rna zá v islosť  odchý liek súradníc v  štruktúreod polohy v ykresľov ané ho bodu v  obraze. Preto hlav ný m prostriedkom ku sprá v nemu v ykresleniuj e zistenie v zť ahov  medzi susedný mi bodmi v  obraze a ich priradený m hodnotá m v  štruktúre.
     O znač íme si dv a koncov é  body úseč ky mnohouholníka v  priestore ako A=x , y , z
a B=xb , yb , zb  , k nim prislúchaj úce body v  štruktúre K=k x , k y a L= lx , l y , rozdiely
=B− A a  k=L−K . Pre súradnice v  priestore dv och v edľaj ších bodov  P, R ( lež iacich na

úseč ke A B )  na obrazov ke ( o j eden stĺpec obrazu ďalej )  platí P= A g1 a R= Ag2 ,
kde g1=

x− x ' z
x ' z− x a g2=

x−x '1 z
x '1 z− x a x'  j e x- ov a súradnica bodu P v  obraze

( podrobnej šie j e to uká zané  pri popise pamä ti hĺbok) . V ieme už  v yj adriť  polohu dv och susedný chbodov  na obrazov ke v  priestore. Ako sa v šak budú v  tý chto dv och bodoch meniť  súradnice
v  štruktúre ?  Bude to zrej me rov nako ako súradnice tý chto dv och bodov K g x '  . T o v šak

j e v eľmi nepríj emná  zá v islosť , keďž e g zá v isí od x ' .
S kúsme sa teraz pozrieť  len na x- ov e súradnice v  štruktúre. V  bode P
j e súradnica k

x
'= k

x
 g1 k , v  bode R zase k

x
' '= k

x
 g2 k .

Pozrime sa v šak na pomery k
x
'

z
' a k

x
' '

z ' '
. M ô ž eme v yj adriť , ž e

e1=
k
x
'

z
'=

x ' k
x
− z k

x
 x k

x
− k

x
 x

x z− z x
, a tiež  aj

e2=
k
x
' '

z ' '
=

x ' k
x
− z k

x
 k

x
 z− x  k

x
x− z

x z− z x
. Ak sa pozrieme na e2- e1, zistíme,

ž e e2− e1=
 k

x
x− z

x z− z x
j e konštantný  v ý raz. Preto ho mô ž eme ho použ iť  na zistenie súradníc x a

y v  štruktúre tak, ž e ho budeme lineá rne interpolov ať  popri úseč ke. V ykresľov anie mnohouholníkasa zmení v  tom, ž e budeme poč ítať  miesto zmien súradníc x a y v  štruktúre pri prechode o j eden
riadok alebo stĺpec zmenu pomerov k x

z a k y
z . Pri v ykresľov aní riadku zač neme od

zač iatoč né ho pomeru a postupný m pripoč ítav aním zmeny sa dostaneme až  po koncov ý  pomer vriadku. Ak budeme potrebov ať  pri v ykresľov aní bodu zistiť  presnú súradnicu v  štruktúre, stač í tentopomer prená sobiť  súradnicou z súč asné ho bodu.
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Pamäť hĺbok
Pamäť h ĺ b ok j e ve ľ mi p r i r od ze n ý p r ost r i e d ok n a d osi ah n u t i e sp r á vn e j vi d i t e ľ n ost i ob j e k t ovp r i e st or u . S p oč í va v t om, ž e p r e k až d ý b od vy k r e sľ ovan é h o mn oh ou h ol n í k a vy p oč í t avame ok r e msú r ad n í c n a ob r azovk e aj i n f or má c i e o vzd i al e n ost i ( h ĺ b k e ) t oh t o b od u . N a od k l ad an i e t e j t oi n f or má c i e sl ú ž i p ol e h ĺ b ok , k t or é má r ovn ak é r ozme r y ak o ob r azovk a. Z i sťovan i e vi d i t e ľ n ost i j ezal ož e n é n a t om, ž e vy p oč í t an á h ĺ b k a d an é h o b od u sa p or ovn á s h od n ot ou v p ol i h ĺ b ok n a p ozí c i id an é h o b od u , a p ok i aľ j e h ĺ b k a t oh t o b od u me n š i a ak o h od n ot a p oľ a, b od sa vy k r e sl í a p oľ u sap r i r ad í h ĺ b k a t oh t o b od u . Pok i aľ h od n ot a b od u j e väč š i a, b od sa j e d n od u c h o i g n or u j e a p ok r ač u j e saď aľ š í m b od om. T ý mt o sp ô sob om j e  zar u č e n é , ž e  ob j e k t y  p r i e st or u  b u d ú  vy k r e sl e n é  sp r á vn e .

Algoritmus vykresľovania
1 . Vy p l n e n i e  p oľ a h ĺ b ok  n aj väč š ou  mož n ou  h od n ot ou  ( h ĺ b k ou ).2 . V k až d om mn oh ou h ol n í k u , k t or ý  sa má  vy k r e sľ ovať, vy p oč í t avamevn ú t or n é  b od y  aj  s h ĺ b k ami . A k  h ĺ b k a b od u  j e  me n š i a ak o h od n ot a v p ol ih ĺ b ok , b od  sa vy k r e sl í  a j e h o h ĺ b k a n ah r ad í  d ot e r aj š i u  h ĺ b k u  v p ol i .

V ý p oč et h ĺ b ky
H ĺ b k u b od u ( sú r ad n i c u z) má me d an ú p r e vš e t k y k r aj n é b od y mn oh ou h ol n í k a. Pr i vy k r e sľ ovan ímn oh ou h ol n í k a vš ak p ot r e b u j e me zi st i ť, ak ú h ĺ b k u maj ú aj vš e t k y ost at n é b od y t oh t o ú t var u . A k

má me d va b od y mn oh ou h ol n í k a - A=x , y , z a B=x b , yb , zb , ú se č k a me d zi n i mi má
r ozme r y ab= x , y , z=x b− x , yb− y , zb− z . Pot om mô ž me vy j ad r i ť ak ý k oľ ve k b od
n a t e j t o ú se č k e ak o C=u a b , u∈〈0 ;1〉 . A k vy k r e sľ u j e me mn oh ou h ol n í k p omoc ou k r e sl e n i a
vod or ovn ý c h č i ar , t ak n á s zau j í ma h od n ot a r ozd i e l u sú r ad n i c e z me d zi d vomi n á sl e d u j ú c i mi b od miv r i ad k u - x ' a x ' + 1 . Pot om vy k r e sľ ovan i e vod or ovn e j č i ar y mn oh ou h ol n í k a mô ž e b y ť vy j ad r e n ét ak t o ( vi až e  sa n a k l asi c k é  vy k r e sľ ovan i e  mn oh ou h ol n í k a r ozk l ad om n a r i ad k y ):

1 . Vy p oč í t an i e d ĺ ž k y r i ad k u d r = xk - xz a r ozd i e l u me d zi p oč i at oč n ou h ĺ b k ouv r i ad k u a k on e č n ou , zr = zk - zz. Z me n a h ĺ b k y v j e d n om b od e r i ad k u b u d e
p ot om dz= zr

dr . N ast aví me  x = xz a z = zz .
2 . Pok i aľ ak t u á l n a sú r ad n i c a x j e me n š i a al e b o r ovn á xk , p ozr i e me sa d o p oľ ah ĺ b ok n a t e r aj š i e sú r ad n i c e x, y a ak p ol e [ x, y] j e väč š i e ak o sú č asn á h ĺ b k a z,p ot om p ol e [ x, y] = z a vy k r e sl í me  b od .3 . x=x+ 1 ,  z=z+ d z a vr á t i me  sa n a 2 .

Z d al o b y sa, ž e vš e t k o j e v p or i ad k u . A vš ak n e mu sí t o b y ť c e l k om t ak . T e n t o sp ô sob p r á c e sh ĺ b k ou b y b ol f u n k n č n ý v zá vi sl ost i od zvol e n é h o p r e mi e t an i a. Pr i r ovn ob e ž n om p r e mi e t an í b yvš e t k o f u n g oval o sp r á vn e , n o n ap r í k l ad p r i c e n t r á l n e j p r oj e k c i i ( p e r sp e k t í ve ) b y t o r ob i l o s ob r azomak é si d i vn é ve c i . V č om j e p r ob l é m ? H ĺ b k a p r i p e r sp e k t í vn om p r e mi e t an í n e r ast i e l i n e á r n e . Pot omn e má zmy se l p oč í t ať h ĺ b k u z p r e d oš l é h o b od u p r i p oč í t avan í m k on š t an t y d z. Č o vš ak p ot om r ob i ť ?A k n e r ast i e l i n e á r n e , j e t r e b a p oč í t ať h ĺ b k u p omoc ou n e j ak é h o n e l i n e á r n e h o a vý p oč t ovod l h ot r vaj ú c e h o vzťah u ? N aš ťast i e , c e n t r á l n a p r oj e k c i a má i n ú u ž i t oč n ú vl ast n osť, k t or á n i e l e n ž en e sp omal í vý p oč e t h ĺ b k y , al e u mož n í aj t o, ž e n e b u d e p ot r e b n é vy mazá vať p ol e h ĺ b ok p r e k až d ýob r az, al e  l e n  p o i c h  u r č i t om p oč t e .
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Výpočet hĺbky pri perspektívnom zobrazení
     Ak si opäť označíme koncové body úsečky ako A a B a vekt or  medzi nimi označíme a b , pot om ľ u bovoľ ný  bod na úsečke mô ž eme vyj adr iť ako A + u  a b . V zťah y pr e vý počet  x ' -oveja y ' -ovej súr adnice v obr aze sa pr i cent r á l nej pr oj ekcii t akmer zh odu j ú, pr et o ď al ej bu demevyj adr ovať iba súr adnicu  x ' . Ak si zo vzťah u  pr e x ' -ovu  súr adnicu  v cent r á l nej  pr oj ekcii vyber ieme

iba časť, kt or á nie j e konš t ant ná - x'= x
z ,

pot om x ' -ovu súr adnicu ľ u bovoľ néh o bodu naúsečke A + u a b mô ž eme vyj adr iť ako
x '= x u x

z u z , u∈〈0 ;1〉 . Zau j íma ná s, aký
vzťah j e medzi h ĺ bkami dvoch su sedný ch bodovv r iadku obr azu ( x ' a x ' +1 ) . Ak si zpr edch á dzaj úceh o vzťah u  vyj adr íme

u1=
x− x ' z

x ' z− x a u2=
x−x '1 z

x '1 z− x , mô ž eme vyj adr iť h ĺ bky t ý ch t o bodov:   

z1= z u1 z= z x− x ' z
x ' z− x

 z= x z− z x
x ' z− x

z2= z u2 z= z x−x '1 z
x '1 z− x

 z= x z− z x
x '1 z− x

J e j asné, ž e z2 - z1 u r čit e nie j e konš t ant a (pr et ož e v menovat el i j e pr emenná x ' ) . N o ak sa l epš ie
pozr ieme, zist íme, ž e 1

z2
−
1
z1
=

 z

x z− z x
u ž konš t ant ou j e. Z t oh o ná m vypl ý va, ž e 1

z
sa

mení v pr iest or e obr azu l ineá r ne a mô ž eme j u pou ž iť ako kr it ér iu m vidit eľ nost i pr i pamät i h ĺ bok.
S amozr ej me, al g or it mu s mu síme mier ne u pr aviť, pr et ož e 1

z
r ast ie vt edy, keď  z kl esá  a naopak.

N ový  al g or it mu s vykr esľ ovania čiar y mnoh ou h ol níka by moh ol  vyzer ať t akt o:
1 . V ypočít anie dĺ ž ky r iadku d r = xk - xz a r ozdiel u medzi počiat očnou " h ĺ bkou "

v r iadku  a koncovou , zr= 1zk −
1
z z

. Zmena " h ĺ bky"  v j ednom bode r iadku
bu de pot om dz= zr

dr . N ast avíme x =  xz a z=
1
z z

.
2 . P okiaľ j e akt u á l na súr adnica x menš ia al ebo r ovná xk , pozr ieme sa do poľ ah ĺ bok na t er aj š ie súr adnice x, y a ak pol e[ x, y] j e menš ie ako súčasná " h ĺ bka"z, pot om pol e[ x, y] = z a vykr esl íme bod.3 . x= x+ 1 ,  z= z+ d z a vr á t ime sa na 2 .

(" h ĺ bka" j e u vá dzaná v úvodzovká ch pr et o, l ebo sa nej edná o sku t očnú h ĺ bku , iba o vý počt ovýekvival ent  h ĺ bky pô vodnéh o al g or it mu )
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Zefektívnenie činnosti pamäti hĺbok
    Po každom vytvorení obrazu sa musí pamäť hĺbok vymazať, aby bola pripravená navykresľ ovanie ď aľ š ieho obrazu.  A k vš ak použij eme pre reprezentác iu hĺbky č íslo s pevnou rádovouč iarkou a vhodne zvolíme vzdialenosť zmin prednej  orezávac ej  roviny, stač í pamäť hĺbok vymazávaťvždy až po urč itom poč te obrazov. Pri perspektívnej  transf ormác ii ako krité rium " hĺbky"  volíme
1
z

.  A k zvolíme zmin v tvare 2 - i, potom máme zaruč ené , že žiaden bod vo vý slednom obraze
nebude mať hodnotu väč š iu ako 2 i .  Potom zostávaj ú c e horné  bity od í- teho index u budú  pre vš etkybody nadobú dať hodnotu 0 .  Pozrime sa vš ak na vykresľ ovanie mnohouholníka.  K edy budeme
vykresľ ovať bod na obrazovku ?  V ypoč ítame 1

z
dané ho bodu a porovnáme s hodnotou na

prísluš nom mieste v pamäti hĺbok.  A k j e hodnota tohto podielu pre zvolený  bod väč š ia ako hodnotav poli hĺbok, potom ho vykreslíme.  K eď že pri zvolenom zmin máme urč itý  poč et naj vyš š íc h bitovrovný  vždy 0 , mô žeme pomoc ou nic h dosiahnuť to, aby " hĺbky"  následuj ú c eho obrazu boli vždyväč š ie ako " hĺbky"  predoš lé ho obrazu.  B ody následuj ú c eho obrazu potom vždy dostanú  prednosťpred bodmi predoš lé ho obrazu.  H orné  bity totiž urč uj ú  vyš š ie rády č ísiel ako nižš ie bity anastavením ľ ubovoľ né ho horné ho bitu v j ednom z dvoc h rovnaký c h č ísel dosiahneme to, že budeväč š ie ako to, kde sme daný  horný  bit nec hali rovný  0 .  Potom pri každom obraze sa stač í naskupinu horný c h nulový c h bitov pozerať ako na samostatné  č íslo a pre každý  ď aľ š í obraz ho zvý š iťo j edna.  Po urč itom poč te obrazov sa vš ak toto č íslo preteč ením opäť dostane do 0 .  V tedy musímepamäť hĺbok vymazať.  C elkovo vš ak tý mto spô sobom mô žeme vykresliť 2 i obrazov bez nutnostivymazávania pamäti hĺbok.
P amäť  ú sekov
     M odif ikác iou pamäti hĺbok j e pamäť ú sekov.  V yužíva spô sob vykresľ ovania mnohouholníkovpomoc ou riadkové ho rozkladu.  M iesto toho, aby sme okamžite vykresľ ovali body mnohouholníka,pokú sime sa vložiť riadkový  ú sek mnohouholníka do zoznamu ú sekov, ktoré  sa nac hádzaj ú  vdanom riadku obrazovky.  V kladať sa budú  tak, že sa budú  vzáj omne porovnávať polohy kraj ný c hbodov zaraď ované ho a zaradený c h ú sekov.  Pri vkladaní ú sekov mô že nastať viac ero možností.Z araď ovaný  ú sek mô že ú plne alebo č iatoč ne prekryť j eden alebo viac ero zaradený c h ú sekov, mô žebyť nimi naopak č iastoč ne alebo ú plne prekrytý  alebo mô že byť umiestnený  mimo doposiaľzaradený c h ú sekov.  Z araď uj eme ho vš ak tak, aby x- ové  intervaly sú radnic  ú sekov tvorili disj unktnúmnožinu -  každý  ú sek by mal zaberať unikátnu č asť riadku.  Preto j e potrebné  ú seky navzáj omorezávať, zisťovať vzáj omné  prieseč níky a niekedy rozkú skovať pô vodné  ú seky na viac ero nový c h.Pri zaraď ovaní ú sekov samozrej me musia byť v zozname len ú seky, ktoré  sú  naj bližš ie.  Pokiaľzaraď uj eme ú sek, ktorý  j e ď alej  ako už zaradené  ú seky, potom po porovnaní kraj ný c h bodovzaraď ované ho ú seku a ú sekov, ktoré  ležia na mieste, kam by mal byť zaradený , ho mô žemeokamžite vylú č iť z ď aľ š ieho sprac ovávania.  Preto j e vhodné  pred vykresľ ovaním mnohouholníkovsi tieto pretriediť vzostupne podľ a minimálnej  hodnoty z - ovej  sú radnic e v mnohouholníku.  T aktoobmedzíme viac násobné  prekresľ ovania mnohouholníkov, č o j e j ednou zo slabý c h stránok pamätihĺbok, keď že v nej  sa za každý c h okolností porovnáva vykresľ ovaný  bod s hodnotou nac hádzaj ú c ousa v nej .  A vš ak pamäť ú sekov mô že mať problé my s kapac itou pamäti, hlavne pri obrazoc h, kde sanac hádza veľ mi veľ a malý c h mnohouholníkov.  Použitie pamäti ú sekov vš ak mnohokrát veľ mi silneurý c hľ uj e vytváranie obrazu, dokonc a predstihuj e rý c hlosť š pec ializovaný c h proc esorovvyužívaj ú c ic h pamäť hĺbok.
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Odstránenie neviditeľných mnohouholníkov
     Mnoho objektov je zložených z mnohouholníkov, ktoré nemusia byť pri nejakom pohľade naobjekt viditeľné.  N astá va niekoľko prípadov.  Mnohouholník mô že byť orientovaný opač ne,smerom od pohľadu ( jeho predná  strana je voč i smeru pohľadu odvrá tená , a preto nie jemnohouholník viditeľný) , celý objekt mô že ležať mimo viditeľnej oblasti alebo do nej len č iastoč nezasahovať.  P reto sa hľadajú  spô soby, ako neviditeľné mnohouholníky vylú č iť zo spracová vania atým urýchliť zobrazovanie.

     J eden zo zá kladných spô sobov je založený na zistení uhla normá lového vektora rovinymnohouholníka a vektora pohľadu.  P ri paralelnej projekcii platí, že ak je tento uhol v intervale
−

2
,



2  , pohľad smeruje na neviditeľnú  plochu mnohouholníka, a ten potom nie je potrebné
vykresľovať.  K eï že pohľad v relatívnych sú radniciach má  smer vektora p=0 ,0 ,1 ( č o
znamená , že pohľad smeruje na zvä č š ujú cu sa os z) , mô žeme využiť to, že ak z - ová  sú radnicanormá ly je vä č š ia ako 0, mnohouholník nie je viditeľný.  A k si označ íme normá lu mnohouholníka
n=nx , n y , n z  a predpokladá me, že má  jednotkovú  dĺ žku, potom mô žeme vyjadriť
cos=n� p=nx , n y , n z�0 ,0 ,1= n z , kde δ je uhol medzi vektormi p a n.  K eď že kosínus

je kladný v intervale −

2
,



2  , vyplýva z toho, že skutoč ne stač í zistiť, č i je nz >  0, aby sme
mohli o mnohouholníku prehlá siť, že je neviditeľný.

     P roblém je vš ak v tom, že pri perspektívnej transf ormá cii sa týmto spô sobom nedá  zistiť, č i jemnohouholník skutoč ne neviditeľný, keď že aj mnohouholníky s normá lami smerujú cimi odpohľadu mô žu byť za urč itých podmienok viditeľné.  Mô žeme vš ak s istotou odstrá niť tie
mnohouholníky, ktorých normá ly zvierajú  s pohľadom uhol menš í ako −

2 , kde γ  je vä č š í z
dvoch priemetov zorných uhlov α alebo β .  V yplýva to z toho, že priperspektívnej transf ormá cii je možné vidieť plochy, ktorých normá la zviera s vektorom pohľaduuhol, ktorý je max imá lne polovicou zorného uhla.  P re urč enie kritériaporovná vania mô žeme využiť podobné vzťahy ako v predoš lomprípade.  N a to, aby bol mnohouholník neviditeľný vš ak musí platiť
coscos 

2
.  P o rozpísaní dostá vame vzťah

cos=n� p=nx , n y , n z�0 ,0 ,1= n zcos 
2

,

ktorý už mô žeme použiť na zistenie viditeľnosti.
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Strom binárneho rozdelenia priestoru
        Pri zisťovaní viditeľnosti, alebo pri vytváraní tieňov, ktoré sú vrhané objektami na iné objekty
je vhodné rozdeliť priestor (objekty a ic h zlož ky) tak, aby prác a s ním bola č o najef ektívnejš ia.
J ednou z mož ností je pou ž iť strom binárneho rozdelenia priestoru (Binary Spac e Partitioning
T r e e ) .

Princ íp stromu je postavený na sku toč nosti, ž e ak si zvolíme ľu bovoľnú rovinu v
zobrazovanom priestore a vš etky mnohou holníky objektov v tomto priestore rozdelíme na dve č asti
podľa toho, v ktorom polpriestore sa nac hádzajú (č i lež ia v prednom alebo z a dnom polpriestore
roviny) , tak ak najskô r vykreslíme vš etky mnohou holníky, ktoré sa nac hádzajú v z a dnom
polpriestore, a potom tie, ktoré sú v prednom polpriestore, dosiahneme to, ž e tieto mnohou holníky
bu dú vykreslené v správnom poradí a ž iadny mnohou holník nebu de prekrytý iný m
mnohou holníkom tam, kde by mal byť vykreslený sám. T oto vš ak platí len vtedy, pokiaľ sa nám
podarí zostrojiť také roviny, ktoré v danom polpriestore nepretínajú ž iadny iný mnohou holník.
Pokiaľ by vš ak zvolená rovina pretínala ľu bovoľný mnohou holník, tento je potrebné rozdeliť na
dve č asti - na " prednú " č asť a " z a dnú " č asť. D elenie rovinami na polpriestory je vhodné vykonávať
dovtedy, pokiaľ kaž dému mnohou holníku nie je pridelený vlastný polpriestor. Pre potreby
zisťovania viditeľnosti sa u kazu je byť vhodný m viesť deliac u  rovinu  tak, aby bola totož ná s rovinou
zvoleného mnohou holníka. T ý mto spô sobom sa mô ž e u c hovávať c elý objekt, ktorý je zlož ený z
mnohou holníkov a to tak, ž e vrc holmi stromu bu dú jednotlivé mnohou holníky (a tiež tie, ktoré sa
vytvoria z pô vodný c h mnohou holníkov pri delení rovinami) . V kaž dom vrc hole bu de teda u vedený
mnohou holník, ktorý delí polpriestor, v ktorom sa nac hádza, na ď aľš ie dva polpriestory u rč ené
hranic ami pô vodného polpriestoru  a deliac ou  rovinou  mnohou holníka. K až dý  vrc hol bu de u kazovať
na ď aľš ie dva vrc holy, jeden pri v rá t ený a dru hý odv rá t ený , podľa toho, do ktorého nového
polpriestoru patria (rozdelenie z hľadiska smerovania normálového vektoru roviny mnohou holníka
- pri v rá t ený - patriac i do polpriestoru od roviny v smere normálového vektoru , odv rá t ený - patriac i
do opač ného polpriestoru )

Z oberme si napríklad sc énu na prvom obrázku . V nej sa nac hádzajú 4 objekty - A,B,C,D. Po
vytvorení stromu  dostávame dru hý  obrázok, kde sú znázornené roviny, ktoré delia polpriestory.

M ô ž eme si vš imnúť, ž e na dru hom obrázku  je u ž  objekt A  rozdelený  na dve č asti - A1 a A2.
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    Zoberme si detailnejší príklad, z ktorého bude viac zrejmý postup vytvárania stromu.N a obrázku máme zobrazený priestor s tromi
mnohouholníkmi -  A, B, C. C hceme vytvoriťstrom binárneho rozdelenia priestoru, ktorý byopisoval rozlož enie týchto mnohouholníkovv priestore ( ide o pohľ ad zhora) .
Š ípky označ ujú  orientáciu mnohouholníkovv priestore -  ich privrátenú  stranu ( alebo                                                                       tiež  orientáciu normály roviny) .
Zač neme napríklad mnohouholníkom C.A k ním vedieme deliacu rovinu, zistíme,
ž e táto rovina pretína mnohouholník A a delí
ho na dve č asti -  A1 a A2.
D ostávame prvý strom:

( +  znamená odkaz na privrátenú  stranu,                                                                        -   na odvrátenú  stranu deliacej roviny  prechádzajú cej mnohouholníkom,  z ktorého vychádza šípka)

T eraz mô ž eme rozdeliť  predný polpriestor C
na dva polpriestory rovinou mnohouholníka A1.D ostávame strom:

ktorý už  ú plne opisuje štruktú ru priestoru.
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Vytvorenie stromu
      V tejto časti bude uvedený náznak algoritmu vytvárania stromu BRP v určitých bodoch, 
ktoré  budú detailnejš ie p op isované  v ď aľ š om tex te.
A l g oritmus

1 . Vý b er mnoh ouh ol ní k a , ktorý dop osiaľ  nebol p ouž itý na rozdelenie p riestoru.
T ým sa aktuálny p riestor zmení  na p olp riestor, v ktorom sa nachádza vybraný
mnohouholní k ( p okiaľ  je to p rvý vybraný mnohouholní k, je to celý p riestor) .

2 .  R oz d el enie mnoh ouh ol ní k ov v aktuálnom p olp riestore na dve skup iny - na tie, 
     ktoré  lež ia p red rovinou vybrané ho mnohouholní ka a tie, ktoré  lež ia za ň ou.
2 a. Pokiaľ  rovina  p retí na  nej a k ý  mnoh ouh ol ní k , tento sa rozdelí  na dve časti,
     jedna časť  sa p riradí  do p rivrátené ho, druhá do odvrátené ho p olp riestoru.
3 . A k na  roz d el enie p riestoru b ol i už  p ouž ité  vš etk y mnoh ouh ol ní k y, je strom

binárneho rozdelenia p riestoru vytvorený. I nak algoritmus op akujeme od
začiatku.

Výber deliaceho mnohouholníka:
Pri vyberaní deliaceho mnohouholní ka mô ž eme vyberať ľ ubovoľ ný mnohouholní k. A vš ak je tu

veľ ké riziko, ž e rovina vybrané ho mnohouholní ka p retí na množ stvo iných mnohouholní kov, čo by
sp ô sobilo veľ ký nárast p očtu novovytvorených mnohouholní kov. Preto je vhodné zaoberať sa
vylep š ovaní m stromu.
Ideálny strom
      Pri tvorbe op timálneho stromu dochádza ku konf liktu dvoch cieľ ov - vyváž enosti stromu
a p očtu p olygó nov. Vytvorenie op timálneho stromu je N P C , p reto sa častokrát od jeho vyhľ adania
ustup uje a hľ adajú sa stromy, ktoré  zodp ovedajú určitým nárokom, ktoré  si vyž aduje ich konkré tna
ap likácia. Pre op timálne vyváž enie stromu nie je vhodné p ouž iť klasické vyvaž ovanie stromu,
p retož e p oloha mnohouholní ka v strome určuje aj jeho p olohu v p olp riestore v závislosti od
deliacich roví n, a p ri p resunutí mnohouholní ka z jednej časti stromu do druhej by sa táto závislosť
p oruš ila a bolo by p otrebné rekonš truovať veľ kú časť stromu, čo by si nap rí klad vyž iadalo
op ä tovné sp ájanie mnohouholní kov a ď aľ š ie rozdeľ ovanie iných mnohouholní kov, čo by
nedokázalo zaručiť  úsp eš ný výsledok. 
Iné  p rí stu p y

Sú tu uvedené dva typ y p rí stup ov - hľ adanie mi ni málneh o p oč tu p olyg ó nov a v yv áž eni e stromu .
K až dý z nich má svoje up latnenie v iných oblastiach p očí tačovej graf iky.
H ľ a da ni e mi ni málneh o p oč tu p olyg ó nov - zvyčajne sa hľ adá p re kaž dý p olp riestor taký
mnohouholní k, ktoré ho rovina p retí na čo najmenš í p očet mnohouholní kov v danom p olp riestore.
S amozrejme, ž e toto nezaručí minimálny p očet mnohouholní kov v p riestore, ale má š ancu byť
ef ektí vnejš í m sp ô sobom organizovania stromu ako náhodný výber. Využ í va sa najmä p ri
zobrazovaní , p retož e zobrazovanie si vyž aduje p rechádzať  p ráve raz kaž dým mnohouholní kom,
a keď  zmenš í me ich p očet, tak dosiahneme menš í  čas zobrazovania.

A l g ortimus
1 . Vyber p rvý mnohouholní k z p olp riestoru
2 . Prejdi vš etky ostatné  mnohouholní ky v p olp riestore a zisti, na koľ ko

mnohouholní kov sa rozdelia, keď  sa bude zisť ovať   ich p oloha voči
deliacej rovine.
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3.  O p a k u j e m e  d o v t e d y ,  k ý m  e x i s t u j ú  n e v y b r a t é  m n o h o u h o l n í k y  v
p o l p r i e s t o r e .                                              

4 . P o d ľ a  m n o h o u h o l n í k a ,  k t o r ý  m a l  n a j m e n š í  p o č e t  n o v o v z n i k n u t ý c h
m n o h o u h o l n í k o v  d e l í m e  p o l p r i e s t o r . 

S p ô s o b  v ý b e r u  p o d ľ a  n a j m e n š i e h o  p o č t u  r o z d e l e n ý c h  m n o h o u h o l n í k o v  j e  č a s o v o  n á r o č n e j š í ,
p r e t o ž e  j e h o  z l o ž i t o s ť  j e  O(r2) ,  k d e  r  j e  p o č e t  m n o h o u h o l n í k o v  v  d a n o m  p o l p r i e s t o r e ,  z a t i a ľ  č o
n á h o d n ý  v ý b e r  ( a l e b o  v ý b e r  p o d ľ a  ľ u b o v o ľ n e j  p o s t u p n o s t i )  m á  z l o ž i t o s ť  O(1 ). A v š a k  c e l ú  č i n n o s ť
s t a č í  p r e  s t a t i c k é  o b j e k t y  v y k o n á v a ť  l e n  r a z  n a  z a č i a t k u ,  k e ď  s a  v y g e n e r u j e  s t r o m ,  k t o r ý  s a  u ž
p o t o m  n e b u d e  m e n i ť .
Vyvažovanie stromu
      V  n i e k t o r ý c h  p r í p a d o c h  j e  l e p š i e  v y t v á r a ť  v y v á ž e n ý  s t r o m . S ú  t o  n a j m ä  3D  e d i t o r y  a  p r o g r a m y ,
k t o r é  a n a l y z u j ú  p o v r c h . T i e t o  p o t r e b u j ú  v e ľ m i  r ý c h l e  v y h ľ a d á v a n i e  m n o h o u h o l n í k a  v  p r i e s t o r e .
T o t o  v y h ľ a d á v a n i e  s a  m ô ž e  s k r á t i ť  t ý m ,  ž e  s a  b u d e m e  s n a ž i ť  t v o r i ť  v y v á ž e n ý  s t r o m  B R P . J e d n o u
z  m o ž n o s t í ,  a k o  s a  k  t o m u  p r i b l í ž i ť  j e  m o d i f i k o v a ť  p r e d o š l ý  a l g o r i t m u s  t a k ,  ž e  b u d e m e  v y b e r a ť
v ž d y  t e n  m n o h o u h o l n í k ,  k t o r ý  n á m  p o l p r i e s t o r  r o z d e l í  n a  d v a  p o l p r i e s t o r y  s  r o v n a k ý m  p o č t o m
m n o h o u h o l n í k o v  ( a l e b o  s  n a j m e n š o u  o d c h ý l k o u  p o č t u ) . M ô ž e m e  t i e ž  z o h ľ a d n i ť ,  a b y  b o l  v y b r a n ý
t a k ý  m n o h o u h o l n í k ,  k t o r ý  d e l í  n a  n a j m e n š í  p o č e t  m n o h o u h o l n í k o v ,  z o  v š e t k ý c h ,  k t o r é  d a n ý
p o l p r i e s t o r  r o v n o m e r n e  r o z d e ľ u j ú . P r i  p o u ž i t í  v  3D  e d i t o r e  j e  v š a k  n u t n é  d o p r e d u  p o z n a ť  p o v a h u
o b j e k t u ,  k t o r ý  c h c e m e  v y j a d r i ť  p o m o c o u  s t r o m u  B R P ,  p r e t o ž e  p r i  m o d i f i k u j ú c i c h  o p e r á c i á c h
s a  v y v á ž e n o s ť  m ô ž e  s t r a t i ť . Z l o ž i t o s ť  a l g o r i t m u  j e  o p ä ť  O(r2).

Rozdelenie mnohohuholníkov:

      P o  z v o l e n í  d e l i a c e h o  m n o h o u h o l n í k a  j e  p o t r e b n é  r o z d e l i ť  
m n o h o u h o l n í k y  n a  d v e  s k u p i n y :  n a  t i e ,  k t o r é  p a t r i a  d o  
p r i v r á t e n é h o  a  t i e ,  k t o r é  p a t r i a  d o  o d v r á t e n é h o  p o l p r i e s t o r u . 
A k o  v š a k  z i s t i ť ,  k t o r ý  m n o h o u h o l n í k  k a m  p a t r í  ?
P r e d s t a v m e  s i  m n o h o h u h o l n í k  AB C D E F G H ,  k t o r ý  p r e t í n a  
r o v i n a   ed e l i a c e h o  m n o h o u h o l n í k a . T e r a z  j e  z r e j m é ,  ž e  t e n t o
m n o h o u h o l n í k  n e m ô ž e m e  j e d n o z n a č n e  p r i r a d i ť  a n i  d o  j e d n é h o
p o l p r i e s t o r u ,  a l e  h o  m u s í m e  r o z d e l i ť . T o  v š a k  z a t i a ľ  n i e  j e
d ô l e ž i t é ,  s k ú s m e  s a  n a j s k ô r  p o z r i e ť ,  a k o  z i s t í m e  p o l o h u  
j e d n o t i l i v ý c h  b o d o v ,  v z h ľ a d o m  n a  d e l i a c u  r o v i n u . V y b e r m e  s i

ľ u b o v o ľ n ý  b o d  n a  r o v i n e   ,  n a p r í k l a d  b o d  R=R x , R y , R z . O  d e l i a c e j  r o v i n e  v i e m e ,  ž e  m á
n e j a k ý  n o r m á l o v ý  v e k t o r  n,  k t o r ý  j e  n a  ň u  k o l m ý . S k ú s m e  s a  t e d a  p o z r i e ť ,  a k ý  u h o l  z v i e r a  v e k t o r
o d  ľ u b o v o ľ n é h o  v r c h o l u  p o  b o d  R  s  n o r m á l o v ý m  v e k t o r o m  n=n x , n y , n z . A k  z o b e r i e m e
n a p r í k l a d  v r c h o l  A=A x , A y , A z ,  p o t o m  d o s t á v a m e  v e k t o r
AR=[A x−R x , A y−R y , A z−R z] a  m ô ž e m e  z i s t i ť  u h o l  ,  k t o r ý  z v i e r a  s  n o r m á l o u  n p o d ľ a

v z ť a h u  cos =
AR�n

∣AR∣∣n∣ . Z i s t í m e ,  ž e  a k  s a  b o d  A n a c h á d z a  p r e d  r o v i n o u ,  t e n t o  u h o l  j e  z
i n t e r v a l u  −

2
,


2  . K e ď  s a  b l i ž š i e  p o z r i e m e  n a  s k a l á r n y  s ú č i n AR�n ,  z i s t í m e ,  ž e  j e  k l a d n ý
p r á v e  v  t o m t o  i n t e r v a l e ,  i n a k  j e  z á p o r n ý  ( a l e b o  0 ) . Z  t o h o  v y p l ý v a ,  ž e  m ô ž e m e  a k o  i n d i k á t o r ,  č i  s a
b o d  n a c h á d z a  n a  j e d n e j  a l e b o  d r u h e j  s t r a n e  d e l i a c e j  r o v i n y

4 1



použiť jednoducho skalárny súčin 
vekt ora od t oht o b odu po ľ ub ovoľ ný  b od
na deliacej rovine s norm álou deliacej
roviny.
N a t om t o ob rázku je znázornený
osem uholní k ABCDEFGH. M ô žem e
si vš im núť,  že vekt ory z b odov A,  F,  G,  
H do b odu R zvierajú s norm álou roviny 
n  uhol z int ervalu −

2
,


2  .
B ody B,  C ,  D,  E zase uhol z int ervalu
〈0 ,2〉� 〈 −

2
,


2
〉 .

T eraz je už jasné ,  aký m  spô sob om
sa dajú rozdeliť m nohouholní ky
do dvoch skupí n podľ a t oho,
na kt orej st rane deliacej roviny
sa nachádzajú. P re každý b od

m nohouholní ka st ačí zist iť hodnot u skalárneho súè inu norm ály deliacej roviny a vekt ora vedené ho
z b odu m nohouholní ka do ľ ub ovoľ né ho b odu na rovine. A k vš et ky b ody m nohouholní ka m ajú
kladný vý sledok, m nohouholní k pat rí do privrát ené ho polpriest oru, ak vý sledok je u vš et ký ch
záporný , pot om m nohouholní k pat rí do odvrát ené ho. A k vš ak m nohouholní k m á aj kladné aj
záporné b ody, je pot reb né ho rozdeliť na dva nové m nohouholní ky. A k je vý sledok pre nejaký b od
rovný  0 ,  je m ožné  priradiť ho kam koľ vek,  pret ože leží  v deliacej rovine.

T om ut o spô sob u b y sa dalo vyt ý kať, že hovorí m e o uhle vekt ora vedené ho z b odu
m nohouholní ka do ľ ub ovoľ né ho b odu v rovine a norm ály roviny, zat iaľ čo na ob rázku je uhol s
nejaký m b odom na priam ke, kt orá prechádza rovinou m nohouholní ka. A vš ak vý sledok plat í aj pre
priest orový  uhol.
Ro z d e l e n i e  m n o h o u h o l n í k a

A k deliaca rovina pret í na m nohouholní k, m usí m e ho rozdeliť na dve čast i. V každom t akom t o
m nohouholní ku ex ist ujú dve dvojice následujúcich vrcholov, z kt orý ch jeden sa nachádza v
privrát enej čast i a druhý v odvrát enej. N a ď aľ š om ob rázku sú t aký m i b ody E-D a B-A. M edzi nim i
sa vždy nachádza b od, kt orý leží na deliacej rovine. T iet o b ody sú t eda dva. S t ačí ich nájsť a
vyt voriť dva nové m nohouholní ky - jeden b ude ob sahovať vš et ky privrát ené b ody a t iet o dva nové ,
a druhý vš et ky odvrát ené spolu s dvom i nový m i b odm i. T iet o dva nové m nohouholní ky b udú m ať
opä ť rovnaký  norm álový  vekt or ako pô vodný  m nohouholní k.
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Ako zistiť bod, v ktorom pretne priamka rovinu ?
Rovinu m á m e ur č e nú d vom i ve k t or m i u=u x , u y , u z , v=v x , v y , v z a b od om
a=a x , a y , a z , k t or ý l e ž í v t e j t o r ovine . P ot om m ô ž e m e r ovinu vy j ad r iť ak o a k u l v ,

k , l∈R . P r iam k u m á m e op í s anú b od om d=d x , d y , d z , k t or ý na ne j l e ž í , a s m e r ový m
ve k t or om m=m x , m y , m z . T á t o p r iam k a s a d á vy j ad r iť ak o d tm , t∈R . P ot om p r e
b od , k t or ý m aj ú r ovina a p r iam k a s p ol oč né , p l at í a k u l v=d tm , vo ve k t or ovom
vy j ad r e ní :


a x

a y

a z
k

u x

u y

u z
 l

v x

v y

v z
=

d x

d y

d z
 t

m x

m y

m z


Rie š e ní m  s ú s t avy  l ine á r ny c h  r ovní c  z í s k am e  ne z ná m e  k, l, t. P o p r e p í s aní  r ovní c  d o t var u r oz š í r e ne j
m at ic e  m ô ž e m e  vy j ad r iť  p ar am e t e r  t, k t or ý  ná m  s t ač í  na z í s k anie  s ú r ad nic e  h ľ ad ané h o b od u:


u x v x −m x

u y v y −m y

u z v z −m z
∣
d x−a x

d y−a y

d z−a z


e l im inuj e m e  p ar am e t e r  k z  2 . a 3 . r ovnic e  p ouž it í m  1 .r ovnic e :


u x v x −m x

0 v y− v x
u y

u x
−m ym x

u y

u x

0 v z− v x
u z

u x
−m zm x

u z

u x

∣
d x− a x

d y− a y−d x− a x
u y

u x

d z− a z−d x− a x
u z

u x


a nak onie c  e l im inuj e m e  p ar am e t e r  l  z  3 .r ovnic e  p ouž it í m  2 .r ovnic e :


u x v x −m x

0 v y− v x
u y

u x
−m ym x

u y

u x

0 0 −m zm x
u z

u x
−

v z−v x
u z

u x

v y−v x
u y

u x

−m ym x
u y

u x∣
d x−a x

d y−a y−d x−a x 
u y

u x

d z−a z−d x−a x  x
u z

u x
−

v z− v x
u z

u x

v y− v x
u y

u x

d y−a y−d x−a x 
u y

u x
z  t oh t o už  m ô ž e m e  vy j ad r iť  t:

t=−
d x− a x u y v z− u z v yd y− a y u z v x− u x v zd z− a z u x v y− u y v x

m x u y v z− u z v ym y u z v x− u x v zm z u x v y− u y v x

K e ď  s a na vý s l e d ok  l e p š ie  p oz r ie m e , z is t í m e , ž e  vz ť ah  m ô ž e m e  nap í s ať  vo ve k t or ovom  t var e :

t=−
d− a �u× v

m�u× v
=−

d− a �∣u∣∣v∣ s i n n
m�∣u∣∣v∣ s i n n

=−
d− a �n

m�n
, k d e  n j e  nor m á l a r oviny

ur č e ne j  u, v. S ú r ad nic e  h ľ ad ané h o b od u p ot om  b ud ú b= d tm .
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Využitie stromu BRP
      Kde všade je možné využiť strom binárneho rozdelenia priestoru ? Niektoré z možností sú:

1 . U rč ovanie viditeľ nosti2 . Z isťovanie viditeľ ný c h č astí priestoru3 . O perác ie s 3 D  objektami4 . V rhanie tieň ov
Určovanie viditeľnosti
      P re nejaký  priestor zložený  z mnohouholníkov sme už vytvorili strom B R P . A ko ho však využiťna zisťovanie viditeľ nosti ? Č o ak sa na priestor raz pozeráme z jedného miesta, inokedy z druhéhoa vždy pod iný m uhlom ? Nebude to robiť problémy ? Našťastie, strom B R P je pripravený právepre tieto prípady. P redstavme si, že na priestor sa pozeráme z ľ ubovoľ ného bodu a pozeráme sasmerom, ktorý opíšeme vektorom pohľ adu p. M usíme teda v správnom poradí vykresliťmnohouholníky sc ény. C elé vykresľ ovanie sa pomoc ou stromu B R P zmení na prec hádzanie stromu
v poradí z a d n á - p red n á  strana, č o sa veľ mi jednoduc ho prog ramuje pomoc ou rekurzie.
A l g oritmus

1 . V yberie sa poč iatoč ný  mnohouholník stromu B R P2 . Z avoláme vykresľ ovanie poč iatoč ného mnohouholníka
                               Vykresľovanie aktuálneho mnohouholníka1 . A k aktuálny mnohouholník má ešte odkaz na svoj " zadný "  mnohouholník,potom sa zavolá vykresľ ovanie tohto mnohouholníka.2 . V ykreslí sa aktuálny mnohouholník3 . A k aktuálny mnohouholník má odkaz na " predný "  mnohouholník, zavolávykresľ ovanie " predného"  mnohohuholníka.
Z ostáva už len zistiť, ktorý mnohouholník je " predný " , a ktorý " zadný " pri súč asnom pohľ ade.V ieme, že strom B R P má v každom vrc hole inf ormác ie o aktuálnom mnohouholníku a odkaz namnohouholník, ktorý ď alej delí privrátenú č asť polpriestoru a odvrátenú č asť polpriestoru,vzhľ adom na deliac u rovinu. A však toto delenie nič nehovorí o tom, ktorá č asť je " predná" , a ktorá" zadná"  pri súč asnom pohľ ade na priestor.
A ko z istiť , č i j e p olp riestor z ad ný m p olp riestorom aleb o p red ný m ?
Z istí sa to veľ mi jednoduc ho. P re každý mnohouholník poznáme normálový vektor n, pohľ admáme opísaný vektorom p, preto nám treba zistiť, aký uhol zvierajú vektory n a p. O pä ť nám stač í
zistiť iba hodnotu skalárneho súč inu tý c hto dvoc h vektorov, p�n , podobne ako pri zisťovaní
polohy bodu voč i deliac ej rovine. A k je vý sledok kladný , potom privrátená č asť polpriestoruvzhľ adom na deliac u rovinu je teraz " zadnou" pri pohľ ade na polpriestor a naopak. A k je vý sledokzáporný , privrátená č asť je zároveň  " prednou"  a odvrátená " zadnou" .
P otom už len stač í prec hádzať stromom B R P tak, že sa najskô r vykreslia " zadné" , a potom " predné"mnohouholníky. Z ároveň sa mô že ľ ahko zistiť, č i je vô bec potrebné nieč o vykresľ ovať, č i by užnáhodou vykresľ ovanie nešlo mimo hranic e vytváraného obrazu a sprac ovávanie by bolo zbytoč né.
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Ako b u d e p r e b i e h ať vy kr e sľ ovan i e ? U ká ž e m e si t o v d voc h p r í p ad oc h n a r ovn akom p r i e st or e ,
ke ď sa j e d n ot l i vé p oh ľ ad y l í š i a m i e st om p oh ľ ad u a t ý m , ž e sú v i n om u h l e ( kol m é n a se b a) . P r e ob a
p oh ľ ad y p r ac u j e m e s r ovn aký m st r om om B R P , m e n i ť sa b u d e i b a ve kt or p oh ľ ad u p a p or ad i e
vy kr e sľ ovan i a m n oh ou h ol n í kov.

     

         Vykresľovanie:          Vykresľovanie:
1 . V y b e r i e  sa C, z ad n á  r ovi n a ob sah u j e  B 1 .   V y b e r i e  sa C, z ad n á  r ovi n a ob sah u j e  D
2 . V y b e r i e  sa B, kt or é  u ž  n e ob sah u j e  z ad n ý 2 .   V y b e r i e  sa D, kt or é  u ž  n e ob sah u j e  z ad n ý

p ol p r i e st or           p ol p r i e st or
3 . V y kr e sl í  sa B, vy b e r i e  sa A1, kt or é  sa 3 .   V y kr e sl í  sa D, p r e d n ý  p ol p r i e st or  ob sah u j e  

n ac h á d z a v p r e d n om  p ol p r i e st or e  B      A2
4 . V y kr e sl í  sa A1, vr á t i  sa d o B 4 .   V y kr e sl í  sa A2, vr á t i  sa d o D
5 . V r á t i  sa d o C, vy kr e sl í  C, vy b e r i e  sa D 5 .   V r á t i  sa d o C, vy kr e sl í  C, vy b e r i e  sa B
6 . D n e m á  z ad n ý  p ol p r i e st or , vy kr e sl í  sa, 6 .   B n e m á  z ad n ý  p ol p r i e st or , vy kr e sl í  sa,

z  p r e d n é h o p ol p r i e st or u  sa vy b e r i e  A2         z  p r e d n é h o p ol p r i e st or u  sa vy b e r i e  A1
7 . A2 n e m á  z ad n ý  p ol p r i e st or , vy kr e sl í  sa, 7 .   A1 n e m á  z ad n ý  p ol p r i e st or , vy kr e sl í  sa,

n e m á  an i  p r e d n ý  p ol p r i e st or , vr á t i  sa d o D      n e m á  an i  p r e d n ý  p ol p r i e st or , vr á t i  sa d o B
8 . V r á t i  sa d o C 8 .   V r á t i  sa d o C
9 . V y kr e sľ ovan i e  j e  u kon č e n é 9 .   V y kr e sľ ovan i e  j e  u kon č e n é
M n oh ou h ol n í ky  sa vy kr e sl i l i  v p or ad í : M n oh ou h ol n í ky  sa vy kr e sl i l i  v p or ad í :

    B, A1, C, D, A2     D, A2, C, B,  A1
M ož n o si vš i m n ú ť , ž e p or ad i e b ol o sku t oč n e sp r á vn e , a ž e p r i vy kr e sľ ovan í z á sl u h ou d e l e n i a
m n oh ou h ol n í kov n e vz n i kal i  n e ž i ad ú c e  p r e kr y t i a m n oh ou h ol n í kov.
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Zisťovanie viditeľných častí priestoru
Pri vy k re s ľ o vaní o b razu ná s nap ad ne , ž e s a ne m u s í m e zao b e rať zb y t o č ne m no h o u h o l ní k m i,

k t o ré nie s ú vô b e c vid it e ľ né . Pri ro zd e l e ní p rie s t o ru d o s t ro m u B R P t o znam e ná o b m e d ze nie
p re c h á d zania s t ro m u t am , k d e m no h o u h o l ní k y u rč it e nie s ú vid it e ľ né ( ne zas ah u j ú d o vid it e ľ ne j
o b l as t i) . K e ď ž e k až d ý vrc h o l s t ro m u o b s ah u j e m no h o u h o l ní k , k t o rý ro zd e ľ u j e d aný p o l p rie s t o r z
h ľ ad is k a p o h ľ ad u na " p re d ný " a " zad ný " ( p o l o ) p o l p rie s t o r, o s t á va ná m zis t iť , č i t ie t o vznik nu t é
p o l p rie s t o ry zas ah u j ú d o vid it e ľ ne j o b l as t i. A k b y ne j ak ý z nic h ne zas ah o val , t ak aj vš e t k y
m no h o u h o l ní k y , k t o ré l e ž ia v t o m t o p o l p rie s t o re , ne m á zm y s e l p re c h á d zať , p re t o ž e s ú ne vid it e ľ né .
I ný m i s l o vam i, p o k iaľ p ri p re c h á d zaní s t ro m u zis t í m e , ž e j e d e n z p o l p rie s t o ro v ak t u á l ne h o
m no h o h u h o l ní k a nie  j e  vid it e ľ ný , s t ro m  t ý m t o  s m e ro m  u ž  ď al e j  ne p re c h á d zam e .

Ako však zistiť, či je polpriestor viditeľný ?
N a o b rá zk u  j e  zná zo rne ný  p rie re z vid it e ľ ne j  o b l as t i
ro vino u  x z . D e l iac i m no h o u h o l ní k  l e ž í  v ro vine  ,
k t o re j  no rm á l o vý  ve k t o r j e  n. A k  b o d o m  0 ve d ie m e
p riam k u , k t o rá  j e  ro vno b e ž ná  s  ve k t o ro m  n, m ô ž e m e
zis t iť  p rie s e č ní k  t e j t o  p riam k y  s  ro vino u  - b o d  P,
a t ak t ie ž  p rie m e t y  k raj ný c h  b o d o v vid it e ľ ne j  o b l as t i
d o  t e j t o  p riam k y  - b o d y  ri . Po t o m  ak  vš e t k y  b o d y   ri
l e ž ia na ro vnak e j  p o l p riam k e  zač í naj ú c e j  v b o d e  P,
j e  j e d e n z p o l p rie s t o ro v u rè it e  ne vid it e ľ ný .
A k  vš e t k y  b o d y  ri  l e ž ia na p o l p riam k e  z P  s m e ro m
k  0, p o t o m  j e  " zad ný "  p o l p rie s t o r ne vid it e ľ ný , ak  l e ž ia
na p o l p riam k e  z P  s m e ro m  o d  0, p o t o m  j e  ne vid it e ľ ný  
" p re d ný "  p o l p rie s t o r. A k  s ú  b o d y  ri  na o b o c h  
p o l p riam k ac h  vy c h á d zaj ú c ic h  z P, s ú  vid it e ľ né
o b a p o l p rie s t o ry . N a o b rá zk u  j e  vš e t k o  zo b raze né

v ro vine , p l at í t o vš ak aj v t ro j ro zm e rno m p rie s t o re . K e ď ž e vid it e ľ ná o b l as ť j e o h ranič e ná ô s m im i
b o d m i J i - š t y rm i p re d ný m i a š t y rm i zad ný m i, m u s í m e u ro b iť p ro j e k c iu vš e t k ý c h t ý c h t o b o d o v d o
ve k t o ra n. A k m á m e b o d J i= jx , j y , j z  , p o t o m s ú rad nic e ji j e h o p rie m e t u d o ve k t o ra n
vy p o č í t am e ak o j i=

J i�n
n�n . N o rm á l u m á m e zvo l e nú t ak , ab y ∣n∣=1 , vý s l e d ný vzť ah p re

zis t e nie  s ú rad nic e  b o d u  J i vo  ve k t o re  n b u d e
j i=J i�n

Po d o b ne  s ú rad nic u  p rie s e č ní k a P ro viny  a p riam k y  v s m e re  n p re c h á d zaj ú c e j  0 m ô ž e m e
vy j ad riť  ak o
                                                                  p= A�n ,
k d e A j e ľ u b o vo ľ ný b o d l e ž iac i na d e l iac o m m no h o u h o l ní k u ( nap rí k l ad j e d e n z j e h o k raj ný c h
b o d o v) . Po t o m  p re  vid it e ľ no s ť  j e d no t l ivý c h  p o l p rie s t o ro v m ô ž e m e  zap í s ať

p j i , i=1..8 , " p re d ný "  p o l p rie s t o r j e  ne vid it e ľ ný
p j i , i=1..8 , " zad ný "  p o l p rie s t o r j e  ne vid it e ľ ný

   inak  s ú  o b a p o l p rie s t o ry  vid it e ľ né
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Obálka objektu
Pri n ará b an í s o b j e kt o m j e vý h o d n e j š ie " z ab al iť " h o d o j e d n o d u c h é h o g e o m e t ric ké h o ú t varu , s

kt o rý m sa ľ ah š ie n ará b a. Vš e t ky t ran sf o rm á c ie sa p o t o m m ô ž u vy ko n ať n a t o m t o o b al o vo m ú t vare ,
a p o kiaľ p o ic h ap l iko van í t e n t o o b al z asah u j e d o vid it e ľ n e j o b l ast i, m ô ž u sa vy ko n ať aj n a
p ô vo d n o m o b j e kt e . J e z re j m é , ž e p ri vä č š o m p o č t e o b j e kt o v, kt o ré sú n e ro vn o m e rn e ro z t rú se n é p o
p rie st o re t e n t o sp ô so b u š e t rí m n o h o z b y t o č n ý c h vý p o č t o v. J e t u vš ak p ro b l é m , aký t y p o b al u vy b rať
a ako t o u ro b iť . A k sa b u d e m e sn až iť č o n aj ve rn e j š ie o p í sať t var o b j e kt u , n ap rí kl ad p o m o c o u
ko n ve x n é h o o b al u o b j e kt u ( č iž e z j e d n o t e n í m vš e t ký c h m o ž n ý c h m n o h o u h o l n í ko v m e d z i b o d m i
o b j e kt u ) , " o b al " o b j e kt u b u d e p rive ľ m i z l o ž it ý a p o č t o m b o d o v, kt o ré h o o p isu j ú , sa b u d e b l í ž iť
p ô vo d n é m u o b j e kt u . A k sa ro z h o d n e m e vy b rať j e d n o d u c h š í t var, risku j e m e , ž e o b al b u d e p rive ľ m i
vo ľ n ý  a j e h o  ve ľ ká  č asť  b u d e  o b aľ o vať  vo ľ n ý  p rie st o r m im o  t e l e sa.
Zvolenie tvaru obálky
Rozsahový kváder
    N aj č ast e j š ie  sa m o ž n o  st re t n ú ť  s o b al e n í m  d o  kvá d ra, kt o rý  sa z í ska

t ak, ž e  sa n á j d u  m in im á l n e  a m ax im á l n e  sú rad n ic e  b o d o v
v j e d n o t l ivý c h  ro vin á c h  sú rad n ic o ve j  sú st avy  a z  n ic h  sa vy g e n e ru j e
kvá d e r, kt o ré h o  st e n y  sú  ro vn o b e ž n é  s t ý m it o  ro vin am i. T e n t o  
sp ô so b  vš ak n ie  j e  ve ľ m i vh o d n ý , p re t o ž e  p ri n á kl o n e  o b j e kt u  
vz n iká  ve ľ ký  p rie st o r, kt o rý  b y  sa p ri z isť o van í  vid it e ľ n o st i m u se l  
z b y t o č n e  b rať  d o  ú vah y , aj  ke ď  n e o b aľ u j e  ž iad n u  č asť  o b j e kt u . 

A vš ak t var kvá d ra j e  p re  svo j u  j e d n o d u c h o sť  ve ľ m i vý h o d n ý , a
p re t o  ď aľ š ia m e t ó d a b u d e  p o u ž í vať  o p ä ť  kvá d e r, avš ak b u d e  sa h o  
sn až iť  o rie n t o vať  t ak, ab y  č o  n aj ve rn e j š ie  o p í sal  t var t e l e sa.

O ri en t ovan ý kváder
     O rie n t o van ý  kvá d e r z í skam e  t ak, ž e  sa b u d e m e  sn až iť  n á j sť  t ro j ic u  vz á j o m n e  ko l m ý c h  ve kt o ro v,
kt o rá st o c h ast ic ky n aj ve rn e j š ie vy st ih u j e o b j e kt . Po kú sim e sa n á j sť n á j sť b á z u t ro j ro z m e rn é h o
p rie st o ru , v kt o re j m á o b j e kt m in im á l n u m o ž n ú ko re l á c iu m e d z i sú rad n ic am i. Po z í skan í t e j t o b á z y
b u d e m e vie sť ro vin y ko l m é n a t ie t o ve kt o ry , kt o ré č o n aj t e sn e j š ie p ril ie h aj ú k o b j e kt u . Pre z í skan ie
h ľ ad an e j  b á z y  vy u ž ij e m e  n á sl e d o vn é  p rin c í p y .

V H il b e rt o vo m p rie st o re l 2  , , P  m ô ž e m e c e n t ro van ý d iskré t n y n á h o d n ý p ro c e s
f = f  ,0 , f  ,1 , . . .  ,∈ , kd e  , , P j e p ravd e p o d o b n o st n ý m p rie st o ro m a

skal á rn y sú č in j e d e f in o van ý ako f � g=E∑
i= 0

∞

f  , i g  , i , ro z l o ž iť d o o rt o g o n á l n e j

b á z y {bi , i=0, 1 , . . . 6 , p rič o m f=∑
i= 0

∞

ci bi a ci=
f �bi
bi�bi

. O rt o g o n á l n u b á z u t vo rí sú st ava
vz á j o m n e n e ko re l o van ý c h n á h o d n ý c h p ro c e so v bi . A k b á z ic ké n á h o d n é p ro c e sy vy j ad rí m e
p o m o c o u  sú č in u  d e t e rm in ist ic ké h o  ve kt o ra z  p rie st o ru l 2 a n á h o d n e j  p re m e n n e j , t .j . 
bi=bi  , k = i �bi k  ,∈ , i , k=0, 1 , . . . ,bi k ∈ l 2 a o z n ač í m e C i = ci i  ,

ro z kl ad  d o  o rt o g o n á l n e j  b á z y  b u d e  m ať  t var f  , k =∑
i= 0

∞

C i bi k  , k=0, 1 , . . . .
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Ekvivalent vety G . B r o w na m l. p r e p r ies to r l 2  , , P  h o vo r í , ž e s y s té m
{bi  , k =C i �bi k  , i , k=0, 1 , . . . 6 j e ú p lný vted y , keď {bi k  , i , k=0, 1 , . . . 6 j e b á z o u

p r ies to r u l 2 r ealiz á c ií ná h o d né h o p r o c es u f. N avy š e, ak j e o r to g o ná lna b á z a p r ies to r u l 2 , j e
o r to g o ná lna aj  z o d p o ved aj ú c a b á z a v p r ies to r e l 2  , , P  .
     C h c em e ná j s ť  b á z u {bi k  , i , k=0, 1 , . . . 6 , kto r á  z ar u č u j e neko r elo vano s ť  ko ef ic iento v
C i  ,C j  , i≠ j , č iž e E{C i �C j 6= j

2
�i j , kd e ij=0, i≠ j ;ij= 1 , i= j a

 j
2=E{C j 26 . A k o z nač í m e E i=∑

k= 0

∞

bi k  bi k  , i=0,1, . . . , ko ef ic ienty  r o z klad u  b u d ú

m ať  tvar C i =
1
E i
∑
k= 0

∞

f  , k bi k  , i=0,1, . . . . A k vý s led o k d o s ad í m e d o  vz ť ah u ,
vy j ad r u j ú c eh o  neko r elo vano s ť  ko ef ic iento v, z í s kavam e
E{ 1E i

∑
k= 0

∞

f  , k  bi k 
1
E j
∑
k= 0

∞

f  , k  b j k 6= j
2
�ij

a z  to h o E i E j j
2
�ij=E{∑

k= 0

∞

f  , k  bi k ∑
k= 0

∞

f  , k  b j k 6 . P o  ď aľ š í c h  ú p r avá c h

d o s tá vam e E i E j j
2
�i j=E{∑k= 0

∞

 f  , k  bi k ∑
l= 0

∞

f  , lb j  l6 ,

E i E j j
2
�ij=∑

k= 0

∞

bi k ∑
l= 0

∞

E { f  , k  f  , l6b j  l .

K eď ž e p latí E iij=∑
i= 0

∞

bi k b j k  , p o  p o r o vnaní  s  p r ed o š lý m  vz ť ah o m  d o s tá vam e

∑
k= 0

∞

bi k b j k E j j
2
=∑

k= 0

∞

bi k ∑
l= 0

∞

E { f  , k  f  , l6b j  l , č iž e

b j k E j j
2
=∑

l= 0

∞

E { f  , k  f  , l6b j  l , k=0, 1 , . . .

A k z ad ef inu j em e m atic u  ko var ianc ie R=Rij=E { f  , i� f  , j6 , p latí ∑
i , j= 0

∞

Rij∞

a o z nač í m e E j j
2
= j , p o to m  p r ed o š lý  vz ť ah  m ô ž em e vy j ad r iť  ako

 j b j k =b j Rk , k=0, 1 , . . . , kd e Rk j e k- ty  s tĺ p ec  ko var ianč nej  m atic e. D o s tali s m e ted a ná vo d
ako  vy p o č í tať  z lo ž ku  vekto r a. S am o tný  vekto r  vy p o č í tam e z o  vz ť ah u  j b j= b j R . B á z ic ké
vekto r y b j s ú  ted a vlas tný m i vekto r m i ko var ianč nej  m atic e R.
     Z í s kali s m e o r to g o ná lnu  b á z u , kto r á  ná m  s to c h as tic ky  naj lep š ie vy s tih u j e ná š e d á ta. A ko  ic hvš ak vy u ž iť  p r i vy tvá r aní  o b á lky  ?  V  o b á lke s í c e id e o  ko neč no r o z m er ný  p r ies to r , ale z í s kanévekto r y  ná m  d aj ú  nap r iek to m u  b á z u  s  m inim á lno u  c h y b o u .
Vytvorenie orientovaného kvádra     N aj s kô r  vy p o č í tam e ko var ianc iu  s ú r ad ní c  j ed no tlivý c h  b o d o v o b j ektu . K eď ž e
 XY= cov X ,Y =E X −E X  Y−E Y =E XY −E X E Y  a
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E XY =∑
i= 0

n −1 X iY i

n , matica kovariancie bude mať tvar R=
 x
2

 xy  xz

 xy  y
2

 yz

 xz  yz  z
2 . J edná  sa

o sy metrickú maticu stup ň a 3 , p reto bude mať reá l ne vl astné č í sl a ( korene ch arakteristickej rovnice)
a reá l ne vl astné vektory . K orene ch arakteristickej rovnice sa daj ú ľ ah ko vy p oč í tať ( nap rí kl ad
p omocou C ardanový ch vzorcov) a vl astné vektory by až na niekoľ ko š p eciá l ny ch p rí p adov nemal i
tiež robiť p robl é my . P o ich vý p oč te zí skavame tri navzá j om kol mé vektory . T ieto vy už ij eme na
zostroj enie obá l ky , a to tak, ž e obj ekt vy centruj eme E X =E Y =E Z =0 a h ľ adá me kol mé
p riemety bodov obj ektu na p riamky v smere tý ch to vektorov. M inimá l ne a max imá l ne sú radnice
p riemetov bodov do tý ch to p riamok si odl ož í me a vedieme v nich roviny kol mé na p rí sl uš né
p riamky . V p rieseč ní koch tý ch to roví n vznikne 8 bodov, ktoré dokop y tvoria obá l ku v tvare kvá dra.
T ie p otom p osunieme o p ô vodné stredné h odnoty sú radní c bodov obj ektu, aby koreš p ondoval i s
p ô vodný m, nevy centrovaný m obj ektom.
Zistenie priemetov bodov do priamok

A k má me tri kol mé vektory a, b, c a ch ceme ná j sť kol mý p riemet bodu v do p riamok v smere
tý ch to vektorov, stač í vy už iť to, ž e tento p rieseč ní k l ež í na p riamke urč enej nap rí kl ad vektorom a
( dá  sa vy j adriť ako p =  ka)  a vektor od bodu v ku bodu p musí  by ť kol mý  na vektor a.
T eda v− p�a=0 a z toh o k= v�a

a�a
. P odobne to p l atí aj p re ostatné p riemety . N akoniec

zí skame š esticu bodov, ktoré označ uj ú max imá l ne a minimá l ne p riemety
Amin , Ama x ,Bmin ,Bma x ,C min ,C ma x . T ý mito bodmi vedieme roviny , ktoré sú kol mé na p rí sl uš né

vektory  ( tie sú  zá roveň  ich  normá l ami) .
Zistenie bodov obá l ky

B ody obá l ky l ež ia na p rieseč ní koch tý ch to roví n, stač í teda zí skať tieto p rieseč ní ky . A k má me
vektory vy tvorené tak, aby p l atil o a× b= c , b× c= a , c× a= b ,∣a∣=∣b∣=∣c∣=1 a zvol í me
ľ ubovoľ né tri body z p riemetov do vš etký ch p riamok - nap rí kl ad A, B, C, mô ž eme označ iť p ol oh u
p rieseč ní ku X p omocou troch rovní c X− A�a=0 , X−B�b=0 a X−C �c=0 . A k
označ í me k= A�a , l=B�b a m=C �c , p otom mô ž eme rieš iť ná sl eduj ú cu sú stavu:


ax a y a z

bx b y b z

cx c y c z
∣
k
l
m

R ieš ení m dostá vame    x= k b y c z− b z c y l a z c y− a y c zm a y b z− a z b y

a�b× c 

  y= k bx c z− b z cx l a z cx− ax c z m ax b z− a z bx

a�b× c 

    z=
k bx c y−b y cx l a y cx−ax c ym ax b y−a y bx

a�b× c 

P o vy už ití  p redoš l ý ch  vzťah ov ako aj  vzá j omný ch  vektorový ch  sú č inov, dostá vame
x=k , l , m�ax , bx , cx , y=k , l , m�a y , b y , c y a z=k , l , m�a z , b z , c z  . A k

označ í me u=k , l ,m , vx=ax , bx , cx , v y=a y , b y , c y , v z=a z , b z , c z , sú radnice
p rieseč ní ka sú
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x=u�vxE x 
y=u�v yE  y 
z=u�v zE  z

kde E(x), E(y ) a E(z ) s ú  s t r edn é  h odn ot y  s ú r adn í c  p ô vodn é h o, n evy c en t r ovan é h o ob j ekt u .
     N a z í s kan i e vš et ký c h  b odov ob á l ky  s t ač í  t en t o p os t u p  op akovať  p r e kaž du  kom b i n á c i u  A, B, C.
Zisťovanie viditeľnosti obálky
     P o ob al en í  t el es a ob á l kou  n as t á va p r ob l é m , ako z i s t i ť , č i  j e ob á l ka vi di t eľ n á  ( č i  z as ah u j e
do vi di t eľ n ej  ob l as t i ) . Tot o j e m ož n é  dos i ah n u ť  vi ac er ý m i  s p ô s ob m i , p r et o t u  b u dú  u ká z an é  t r i
m ož n os t i :

1 . Z i s ť ovan i e vz á j om n ý c h  p ol ô h  b odov, ú s eč i ek a r oví n
2 . P r em i et an i e n a oddeľ u j ú c e os i
3 . R oz š í r en i e vi di t eľ n ej  ob l as t i  v z á vi s l os t i  n a r oz m er e a t var e ob á l ky

Z i s ť o v a n i e  v z á j o m n ý c h  p o l ô h  b o d o v ,  ú s e č i e k  a  r o v í n
A k c h c em e z i s t i ť , č i s a ob á l ka n ac h á dz a n ej akou č as ť ou vo vn ú t r i vi di t eľ n ej ob l as t i , s t ač í n á m

z i s t i ť , č i s a v t ej t o ob l as t i n ac h á dz a as p oň j eden j ej b od. N aj s kô r s a t r eb a p okú s i ť z i s t i ť , č i s a as p oň
j eden kr aj n ý b od ob á l ky n ac h á dz a vo vi di t eľ n ej ob l as t i . A k s a n en ac h á dz a, j e n i ekedy n u t n é z i s t i ť ,
è i p r i es eč n í ky ú s eč i ek ob á l ky a r oví n vi di t eľ n ej ob l as t i n em aj ú s p ol oč n é b ody , kt or é b y l ež al i vn ú t r i
vi di t eľ n ej ob l as t i . P oki aľ b y an i j eden b od n eb ol vn ú t r i ob l as t i , j e m ož n é , ž e c el á ob á l ka b y
ob aľ oval a vi di t eľ n ú ob l as ť a b ol o b y n aop ak p ot r eb n é z i s t i ť , č i s a kr aj n é b ody vi di t eľ n ej ob l as t i
n en ac h á dz aj ú  v ob á l ke.
Z i s t e n i e  p o l o h y  k r a j n ý c h  b o d o v

N a ob r á z ku j e z ob r az en ý p r i er ez vi di t eľ n ou ob l as ť ou v
r ovi n e y z , p odob n ý c h ar akt er m á vš ak aj p r i er ez v r ovi n e
x z . C h c em e z i s t i ť , č i s a as p oň j eden kr aj n ý b od ob á l ky
n ac h á dz a v t ej t o ob l as t i . V i dí m e, ž e ak m á b od
B=bx , b y , b z  l ež ať vo vi di t eľ n ej ob l as t i , p ot om m u s í
b z∈〈 z m i n , z m a x 〉 , ∣bx∣b z tg



2
a ∣b y∣ b z tg



2
.

P r i t ý c h t o t es t oc h vš ak p ou ž í vam e n á s ob en i e. A b y s m e s i
t es t ovan i e o n i eč o u r ý c h l i l i , m ô ž em e vy u ž i ť t o, ž e ž i aden
vi di t eľ n ý b od n eb u de m ať ∣bx∣ x m a x a ∣b y∣ y m a x ,
kde x

max
= z

max
tg 
2

a y m a x= z m a x tg


2
. Z á r oveň

m ô ž em e vy u ž i ť t o, ž e ak p r e b od B p l at í
∣bx∣ ,∣b y∣ , b z∈〈0 , x m a x

2
〉× 〈0 , y m a x

2
〉× 〈

z m a x
2

, z m a x 〉 ,
p ot om  u r č i t e l ež í  vo vi di t eľ n ej  ob l as t i . A k n avy š e p l at í

      
∣bx∣ ,∣b y∣ , b z∈〈

x m a x

2
, x m a x 〉× 〈

y m a x

2
, y m a x 〉× 〈0 , z m a x

2
〉 , b od B l ež í  m i m o vi di t eľ n ej  ob l as t i .

Tý m t o m ô ž em e u r ý c h l i ť  s p r ac ová van i e veľ ké h o p oč t u  ob á l ok, keď ž e p r e m n oh o b odov b u dú  p l at i ť
u ž  t i et o z j edn odu š en é  p odm i en ky . Taki s t o m ô ž em e vy u ž i ť  t o, ž e ak vš et ky  b ody  l ež i a v j edn om  a 
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0

zmin

zma x

- yma x yma x
y

z



tom i stom von k aj š om p ol p r i e stor e ľ u b ovoľ n e j z o š i e sti c h r oví n , k tor é oh r an i č u j ú vi d i te ľ n ú ob l asť ,p otom j e c e l á ob á l k a mi mo vi d i te ľ n e j ob l asti a n e má z my se l r ob i ť ď al e j te sty p ol oh y ú se č i e kob á l k y . I n ý mi  sl ovami , ak  k až d é mu  b od u  p r i r ad í me  č í sl a von k aj š í c h  p ol p r i e stor ov, d o k tor ý c h  p atr í ,p otom ak  vš e tk y  b od y  maj ú  n e j ak é  sp ol oč n é  č í sl o z o vš e tk ý c h  i m p r i r ad e n ý c h , n ac h á d z aj ú  sa v sp ol oč n om p ol p r i e stor e .
Zistenie priesečníkov priamok a rovín viditeľnej oblasti

A k z i stí me , ž e an i j e d e n b od n e p atr í d o vi d i te ľ n e j ob l asti , a z á r ove ň b od y n e l e ž i a v sp ol oč n omp ol p r i e stor e , n e d á sa vy l u č i ť to, ž e mi n i má l n e j e d n a ú se č k a me d z i k r aj n ý mi b od mi mô ž e maťp r i e se č n í k  s h r an i č n ou  r ovi n ou  vi d i te ľ n e j  p l oc h y  a te n to b od  l e ž í  vn ú tr i  vi d i te ľ n e j  ob l asti .
     N a to, ab y  sme  b ol i  sc h op n í  e f e k tí vn e  z i sť ovať  mož n é  p r i e n i k y  ú se č i e k  a r oví n , p otr e b u j e me  u r č i ť ,k tor é  r ovi n y  mô ž e  ú se č k a ve d e n á  z  j e d n é h o b od ud o d r u h é h o p r e ť ať . P r e to si  r oz d e l í me  p r i e storn a n i e k oľ k o p r e l í n aj ú c i c h  sa p ol p r i e stor ov, k tor é  b u d úvy j ad r ovať  von k aj š i e  str an y  r oví n  vi d i te ľ n e j  ob l asti .K až d é mu  z  tý c h to p ol p r i e stor ov p r i r ad í me  u n i k á tn e  č í sl o v tvar e  2 i. O  p ol p r i e stor oc h  d e l e n ý c h  r ovi n amis r ovn ak ý mi  z - ový mi  sú r ad n i c ami  ( sú  tak é  d ve  -p r i  z m in  a z m a x )  b u d e me  ď al e j  h ovor i ť  ak o o p r e d n oma z ad n om p ol p r i e stor e , o tý c h , k tor é  vz n i k aj ú  v r ovi n e
xz ak o o ľ avom a p r avom p ol p r i e stor e  a o tý c h ,k tor é  vz n i k aj ú  p r i  p oh ľ ad e  n a r ovi n u  y z ak o o h or n oma d ol n om p ol p r i e stor e  ( n a ob r á z k u  j e  n e š p e c i f i k ovan ár ovi n a, vod or ovn é  a z vi sl é  č i ar y  u d á vaj ú  p r e d n ý  a z ad n ýp ol p r i e stor , š i k mo vy š r af ovan é  ľ avý  ( d ol n ý )  a p r avý( h or n ý )  p ol p r i e stor  v z á vi sl osti  od  z vol e n e j  r ovi n y ) .K až d é mu  b od u  ob á l k y  p r i r ad í me  č í sl o, k tor é  j e  sú č tom č í se l  p ol p r i e stor ov, d o k tor ý c h  te n to b od  p atr í .P otom ľ u b ovoľ n á  ú se č k a z  j e d n é h o b od u  d o d r u h é h ob od u  p r e tí n a ti e  r ovi n y , k tor ý c h  č í sl a ob sah u j e  l og i c k ý  sú č e t č í se l  p r i r ad e n ý c h  k on c ový m b od om.N ap r í k l ad  ak  si  z vol í me  č í sl a p ol p r i e stor ov ( r oví n )  a vy j ad r í me  i c h  v d voj k ove j  sú stave  tak to:p r e d n ý 1, z ad n ý 10, ľ avý 100, p r avý 1000, sp od n ý 10000 a h or n ý 100000, p otom ak má me p r výb od ú se č k y , k tor ý l e ž í v ľ avo- p r e d n om a d r u h ý b od v p r avo- z ad n o- h or n om p ol p r i e stor e , i c h č í sl ab u d ú  101 a 101010, ú se č k a me d z i  tý mi to d vomi  b od mi  p r e tí n a vš e tk y  r ovi n y  ok r e m sp od n e j ,k e ď ž e l og i c k ý sú č e t tý c h to č í se l j e 101111. M ô ž e me vš ak vy u ž i ť op ä ť to, ž e ak ti e to č í sl a maj úl og i c k ý  sú č i n  i n ý  ak o 0, p otom sa n ac h á d z aj ú  v sp ol oč n om p ol p r i e stor e , a p r e to n e maj ú  p r i e n i ks vi d i te ľ n ou ob l asť ou . Ď al e j sa d á p ou ž i ť to, ž e ak maj ú b od y ú se č k y č í sl a 1 a 10, 100 a 1000 al e b o
10000 a 100000, l e ž i a vl astn e " op r oti " se b e a ú se č k a me d z i n i mi u r č i te p r e c h á d z a vi d i te ľ n ouob l asť ou . A k  sa n e d á  vy u ž i ť  an i  j e d n a z  tý c h to vl astn ostí , mu sí me  z i sti ť  vš e tk y  p r i e se č n í k y  ú se č k yso z í sk an ý mi  r ovi n ami  a ote stovať , č i  sa ti e to n ac h á d z aj ú  vo vn ú tr i  vi d i te ľ n e j  ob l asti . P r e  p r e d n úa z ad n ú r ovi n u p r e z í sk an i e sú r ad n í c vi ac - me n e j stač í d osad i ť z - ovu sú r ad n i c u r ovi n y d o r ovn i c e
ú se č k y . P r e i n ú , n ap r í k l ad p r avú r ovi n u mu sí p l ati ť A e v= f t g 

2
, a y e v y , a z e v z  , k d e

A=ax , a y , a z  j e z ač i atoč n ý b od ú se č k y , v=v x , v y , v z  j e ve k tor ú se č k y a e, f sú h ľ ad an é
č í sl a, op i su j ú c e p r i e n i k . T e n to vz ť ah stač í r i e š i ť v r ovi n e , k e ď ž e j e d n a sú r ad n i c a r ovi n y v p r i e stor ej e  z á vi sl á  od  ď aľ š í c h  d voc h . M ô ž e me  vš ak  vy u ž i ť  to, ž e  ak  z j e  z - ova sú r ad n i c a p r i e se č n í k a, p l atí
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a
x
 q v

x
= z tg 

2
=a

z
 q v

z
 tg 
2 , z t o h o q=

ax−a z tg


2

v z tg


2
− v x

a s ú r ad n i c e p r i e s e č n í k a b u d ú

A q v . N ak o n i e c  m ô ž e m e  v ý p o č e t  q zh r n ú ť  d o  n á s l e d u j ú c e j  t ab u ľ k y :

Ľ av á  r o v i n a: q=−

ax a z tg


2

v z tg


2
 v x

P r av á  r o v i n a:  q=
ax− a z tg



2

v z tg


2
− v x

S p o d n á  r o v i n a: q=−

a ya z tg


2

v z tg


2
 v y

H o r n á  r o v i n a: q=
a y−a z tg



2

v z tg


2
− v y

P r e d n á  r o v i n a:  q=
zmin−a z

v z
Z ad n á  r o v i n a: q=

zma x − a z

v z

S ú r ad n i c e  p r i e s e č n í k a b u d ú A q v .
T e r az u ž  s t ač í  i b a zi s t i ť , č i  p r i e s e č n i k y  l e ž i a v o  v i d i t e ľ n e j  r o v i n e , n a č o  s t ač í  p o u ž i ť  t e n  i s t ý  s p ô s o b ,ak o  p r i  zi s ť o v an í  p o l o h y  k r aj n é h o  b o d u  o b á l k y  v o č i  v i d i t e ľ n e j  o b l as t i .
O b s i a h n u t o s ť  v i d i t e ľ n e j  o b l a s t i  v  o b á l k e
     A j  k e ď  v š e t k y  p r e d c h á d zaj ú c e  s p ô s o b y  n e n á j d u  s p o l o č n ý  b o d , m ô ž e  n as t ať  s i t u á c i a, ž e  o b á l k ao b s ah u j e  c e l ú  v i d i t e ľ n ú  o b l as ť . V t e d y  n á m  s t ač í  zo b r ať  ľ u b o v o ľ n ý  b o d  v i d i t e ľ n e j  o b l as t i  -  Ma p o k ú s i ť  s a zi s t i ť , č i  s a n ac h á d za v n ú t r i  o b á l k y .K e ď ž e  o b á l k a m á  t v ar  k v á d r a, d á  s av y u ž i ť  s k u t o č n o s ť , ž e  ak  k o l m é  p r i e m e t y  b o d u  n a ľ u b o v o ľ n é  d v en av zá j o m  k o l m é  s t e n y  o b á l k y  s an ac h á d zaj ú  v n ú t r i  o b d ĺ ž n i k o vs  r o zm e r m i  s t i e n , p o t o m  s a s am o t n ý  b o d  n ac h á d zav n ú t r i  o b á l k y . A k  s i  t e d a zv o l í m e  ľ u b o v o ľ n é  š t y r ib o d y  A, B, C a D t ak , ab y  u r č o v al i  d v e  n a s e b ak o l m é  r o v i n y , p o t o m  ú s e č k y  AB, BC a CD t v o r i ao r t o g o n á l n u  b á zu  t r o j r o zm e r n é h o  p r i e s t o r ua p r o j e k c i e  b o d u  M  d o  n i c h  n á m  d aj ú  j e d n o zn ač n é , v zá j o m n e  n e s ú v i s i ac e  s ú r ad n i c e  v  t e j t o  b á ze . A k  v š e t k y  s ú r ad n i c e  b u d ú  z 

i n t e r v al u 〈0 ,1 〉 , p o t o m  b o d  u r č i t e  p at r í  d o  v n ú t r a o b á l k y .
J e d n o t l i v é  s ú r ad n i c e  v y p o č í t am e  p o m o c o u  v zť ah o v

M A B =
M� A B
A B � A B
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M BC=
M� B C
B C � B C

M CD =
M� C D
C D � C D

Premietanie na oddeľujúce osi
Predchádzajúci sp ô so b vy u ž í val presné súradn ice p rieseč n í k o v úseč iek s ro vin am i vidit eľ n ejo b l ast i a ak sa t iet o p rieseč n í k y n achádzal i vo vn út ri vidit eľ n ej o b l ast i, vy p l ý val o z t o ho t o , ž esam o t n á o b ál k a sa n ejak o u č asť o u n achádza vn út ri t ejt o o b l ast i. A vš ak p re zist en ie, č i sa dvak o n vex n é p o l y é dre p ret í n ajú, n em u sí m e p o zn ať p resn é súradn ice ich vzájo m n ý ch p rieseč n í k o v.S t ač í n ám vy u ž iť t o , ž e ak sa dva k o n vex n é p o l y é dre n ep ret í n ajú, u rč it e ex ist u je ro vin a, k t o ráro zdeľ u je p riest o r n a dva p o l p riest o ry , z k t o rý ch k až dý o b sahu je jeden z p o l y é dro v. N a zist en ie, č iro vin a o ddeľ u je dva p o l y é dre st ač í p rem iet n u ť vš et k y b o dy p o l y é dro v n a p riam k u ro vn o b ež n ú sn o rm ál o u ro vin y ( o ddeľ u júcu o s) . S úradn ice b o do v p o l y é dra n a t ejt o p riam k e vy t vo ria u zavret ýin t erval , k až dý p o l y é der jeden . A k sa t iet o in t erval y n ep rek rý vajú ( n em ajú sp o l o č n é b o dy ) , p o t o mro vin a je sk u t o č n e del iaco u ro vin o u o b o ch p o l y é dro v ( ro zdeľ u je o b a p o l y é dre do dvo chdisju n k t n ý ch p o l p riest o ro v) a o b a p o l y é dre sa n ep ret í n ajú. Ť až š í m p ro b l é m o m je vš ak n ájsť t ak út oro vin u al eb o vy m edziť k o n eč n ý p o č et ro ví n , k t o ré m ô ž u b y ť del iacim i ro vin am i dvo ch k o n vex n ý chp o l y é dro v. M n o ž in a t ý cht o  ro ví n  m u sí  b y ť  do st at o č n o u  v t o m  zm y sl e, ž e ak  an i jedn a z t ý cht o  ro ví nn ie je del iaco u  ro vin o u  dvo ch k o n vex n ý ch p o l y é dro v, n eex ist u je an i ž iadn a in á del iaca ro vin a.Pre k o n vex n é p o l y é dre sa u k azu je b y ť do st at o č n o um n o ž in a vš et k ý ch p o vrcho vý ch ro ví n  o b o ch p o l y é dro va ro ví n , k t o ré  sú ro vn o b ež n é  s ich hran am i. Po t o mu rč it e ro vin a, k t o rá je ro vn o b ež n á s n ejak o u  ro vin o uz t ejt o  m n o ž in y  ro zdeľ u je o b a p o l y é dre ( p o k iaľ  n em ajúsp o l o č n ý  p rien ik ) . A k  z k až dé ho  p o l y é dra p o u ž ijem ep o  jedn ej hran e a z n ich vy t vo rí m e ro vin u , do st an em ero vin u , k t o rá je u rč it e ro vn o b ež n á s dvo m i hran am i,p o  jedn ej v k až do m  p o l y é dre ( s t ý m i, z k t o rý ch jet vo ren á) , a t eda m ô ž e b y ť  p o u ž it á n a t est o van ie.Pre p rí p ad o b ál k y  a vidit eľ n ej o b l ast i vidn o , ž e jedin eč n ý ch p o vrcho vý ch ro ví n o b ál k y je 3,vidit eľ n ej o b l ast i 5 , u n ik át n y ch sm ero v hrán o b ál k y je3, vidit eľ n ej o b l ast i 6. Z t ý cht o sm ero v hrán m ô ž em evy t vo riť n ajviac 3 * 6 = 1 8 ro ví n , k t o ré sú ro vn o b ež n és jedn o u hran o u vidit eľ n ej o b l ast i a jedn o u hran o u o b ál k y . S p o l u t eda m ám e 2 6 ro ví n , k t o ré m ám evy sk úš ať . Pre k až dú ro vin u m u sí m e vy p o č í t ať n o rm ál o vý vek t o r n ( n ap rí k l ad vek t o ro vý m súč in o mdvo ch hrán , t vo riacich ro vin u ) , a p o t o m u ro b iť p ro jek ciu vš et k ý ch b o do v p o l y é dro v n a p riam k uro vn o b ež n ú s vek t o ro m  n.

A k pi sú súradn ice b o do v o b ál k y Pi vo vek t o re n v t vare pi=
P i�n
n�n a p o do b n e vj sú súradn ice

k rajn ý ch b o do v Vj vidit eľ n ej o b l ast i vo vek t o re n v t vare v i= V i�n
n�n

, p o t o m ak pm in a pm a x sú
m im im o m a m ax im o m z ho dn ô t pi , v m in a v m a x sú m in im o m a m ax im o m z vi , ro vin a s n o rm ál o vý mvek t o ro m n n avzájo m o ddeľ u je o b ál k u a vidit eľ n ú o b l asť vt edy , ak
〈 pmin , pma x 〉∩ 〈vmin , vma x 〉=∅ . T o t o zisť o van ie m u sí m e vy k o n ávať s k až do u ro vin o u z dan ej

m n o ž in y až p o k iaľ n en ájdem e t ak ú ro vin u , p re k t o rú b y p redo š l á p o dm ien k a vy ho vo val a. V t edy b ysm e n aš l i jedn u del iacu ro vin u . Po k iaľ b y sm e p reš l i vš et k y ro vin y z m n o ž in y a n ap riek t o m u b y
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predošlá podmienka nebola splnená ani pri jednej z mich, potom je isté, že obálka a viditeľná oblasťmajú  spoloč ný  prienik.
Rozšírenie viditeľnej oblasti v závislosti na rozmeroch a tvare obálky

Ď aľší spô sob na rozdiel od ostatný ch spô sobov u možň u je zistení m polohy jediného bodu obálkyu rč iť, č i je obálka viditeľná, č i leží na okraji alebo č i leží mimo viditeľnej oblasti. A k si zvolí meľu bovoľný bod nachádzajú ci sa v obálke a tú to obálku potom posú vame po všetký ch rovináchviditeľnej oblasti z vnú tornej i vonkajšej strany tak, aby sa ich dotý kala, zvolený bod vy tvára dvenové oblasti -  vnútornú a vonk a j š i u . P otom ak tento bod leží  mimo vonkajšej oblasti, celá obálka leží mimo viditeľnej oblasti a s objektom nemu sí me vô becpracovať. A k leží vo vnú tornej oblasti, obálka leží ú plne voviditeľnej oblasti a objekt mô žeme vy kresľovať bez toho, abysme mu seli orezávať mnohou holní ky , z ktorý ch je zložený . A kleží medzi vnú tornou a vonkajšou oblasťou , je veľkápravdepodobnosť, že obálka leží na rozhraní viditeľnej oblastia mnohou holní ky objektu by mu seli by ť podrobenéorezávaniu . O obálke však vtedy nemô žeme s ú plnou istotoutvrdiť, že vô bec zasahu je do viditeľnej oblasti, pretoževonkajšiu oblasť kvô li u ľahč eniu vy tvorí me iba zo šiestichvonkajší ch roví n, ktoré sú rovnobežné s rovinami viditeľnejoblasti. Sku toč ný tvar vonkajšej oblasti by sa odzjednodu šenej"  mohol lí šiť tý m, že by mal " zrezané" rohy .Zjednodu šená" vonkajšia oblasť teda ohranič u je celúvonkajšiu oblasť a v rohoch kú sok oblasti, ktorá u ž dovonkajšej oblasti nepatrí . V nú torná oblasť tento problémnemá, pretože u rč ite vznikne šesť rovnobežný ch roví n.
     A k sa pozrieme na obrázok, vidí me, že všetky  vzniknu té roviny  sú  posu nu té o u rč itú  hodnotuv smere sú radnicovej osi od roví n viditeľnej oblasti. Ostáva nám teda zistiť veľkosť tohto posu nu .
     Zvoľme si ľu bovoľný  bod ležiaci v obálke -  bod Ch=x , y , z .
C hceme zistiť, aký  je veľký  posu n pravej roviny  viditeľnej oblasti.
Zau jí ma nás vlastne veľkosť xd , ktorá nám hovorí , na akú  vzdialenosť
mô žeme posu nú ť bod C h doľava, aby  sa obálka dotý kala pravejroviny . N a to, aby  sme ju  zistili, mu sí me prejsť všetky  krajné bodyobálky  a nájsť maximálny  posu n roviny  doprava zo všetký ch posu nov.V eľkosť tohto posu nu  od bodu  C h pri každom krajnom bode obálkyzistí me, ak vy u žijeme smer priamky patriacej pravej rovine viditeľnej oblasti v rovine x z a to, že
tento krajný bod na nej mu sí ležať. A k x k , yk , zk sú sú radnice krajného bodu obálky a a je
priemet zorného u hla do roviny x z, potom mô žeme napí sať tg 

2
=

x k− x '
zk− z ,kde x ' je x- ova

sú radnica bodu na priamke roviny s rovnakou z- ovou sú radnicou ako má bod C h. Z tohto vzťahu
mô žeme vy jadriť xd :

xd= m a x{x− x '6= m a x{x− x k tg 
2
 zk− z6 , k=1..8

D ostali sme hodnotu , o ktorú mu sí me posu nú ť pravú rovinu viditeľnej oblasti, aby sme z nej dostalipravú  vonkajšiu  rovinu . P odobne mô žeme postu povať aj pri ostatný ch rovinách.
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Výpočet týchto hodnôt môžeme zhrnúť do prehľadu vzťahov, ktoré platia pre jednotlivé roviny:
Vonkajšie:

Ľ avá : x lm= m a x{x k− x tg 
2
 zk− z6 P ravá : x p m= m a x{x− x k tg 

2
 zk− z6

D olná : y d m= m a x { yk− y tg 
2
 zk− z6 H orná : y h m= m a x { y− yk tg 

2
 zk− z6

P redná : zrm= m a x { zk− z6 Z adná : z z m= m a x { z− zk6

Vnú t or né :

Ľ avá : x lv = m a x{ x− x k− tg 
2
 zk− z6 P ravá : x p v = m a x{ x k− x tg 

2
 zk− z6

D olná : y d v = m a x { y− yk− tg 
2
 zk− z6 H orná : y h v = m a x { yk− y tg 

2
 zk− z6

P redná : zrv= m a x { z− zk6 Z adná : z z v= m a x { zk− z6

N akoniec stačí zistiť, či sa b od Ch nachá dza vo vonkajš ej a vnútornej ob lasti. M ôžeme použiť
rovnaké zisťovanie polohy b odov ako pri prvom spôsob e zisťovania ob siahnutosti ob á lky vo
viditeľnej ob lasti, musí me vš ak zistiť nové začiatky vnútornej a vonkajš e viditeľnej ob lasti, ktoré už
teraz nie sú rovné 0, a taktiež opraviť hodnoty zmin a zma x .  
     P ri zisťovaní  vonkajš ieho prieniku sa ná m stredný b od posunie do b odu

S= x lm x p m
2

, y d m y h m
2

,− x lm x p m
2

ctg 
2  , zmin= z r m a zma x = z z m

     P ri vnútornom prieniku sa ná m stredný b od posunie do b odu
S= x lv x p v

2
, y d v y h v
2

, x lv x p v
2

ctg 
2  , zmin= z r v a zma x = z z v

B od Ch a taktiež zmin a zma x posunieme o b od S ( ab y b ol S totožný s b odom 0) a otestujeme, či sa
b od Ch nachá dza vnútri ob lasti.  M ôžu nastať tri prí pady:
Ch s a nenac h á d za v o v onkajšej ob l as t i
 -  žiaden b od ob á lky nie je vo vnútri viditeľnej ob lasti.
Ch s a nac h á d za v o v onkajšej al e nie v o v nú t or nej ob l as t i
 -  niektoré b ody ob á lky sa môžu nachá dzať vnútri viditeľnej ob lasti, musí me orezať mnohouholní ky
Ch s a nac h á d za v o v onkajšej aj v o v nú t or nej ob l as t i
 -  vš etky b ody ob á lky sa nachá dzajú vnútri viditeľnej ob lasti, nemusí me orezá vať mnohouholní ky.
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Čísla s pevnou rádovou čiarkou
     Na výslednú rýchlosť zobrazovania má veľký vplyv zvolená reprezentácia čísel. Počítačvo vš eobecnosti pracu j e s dvomi dru hmi čísel -  s celými číslami a reálnymi číslami s pohyblivourádovou  čiarkou . Na mnohých procesoroch platí,  ž e operácie s celými číslami sú mnohokrátrýchlej š ie ako s reálnymi číslami ( aj  keď  sa to nedá zovš eobecň ovať) ,  preto j e vhodné  zamýš ľať sanad tým,  či by nebolo mož né  pomocou  celých čísel vyj adriť aspoň  nej aké  reálne čísla. J ednou  zmož ností j e u kladať si do celých čísel celú časť násobku  reálneho čísla číslom,  ktoré  j e vä čš ie ako1 . A k bu de tento násobok v tvare 2i,  potom také to čísla bu dú mať na i- tom bite hranicu  medzi celoua desatinnou  časťou  čísla,  a preto sa nazývaj ú čísla s pevnou rádovou čiarkou. T ieto čísla mô ž emeopísať tromi hodnotami a/ b/ c -  prvá u rču j e počet bitov celé ho čísla,  dru há počet bitov,  ktorú zaberácelá časť čísla a tretia počet bitov,  ktorú zaberá vo výslednom čísle desatinná časť pô vodné ho čísla.Č asto sa pou ž ívaj ú čísla 1 6 / 8 / 8 ,  3 2/ 1 6 / 1 6  alebo 3 2/ 24 / 8 . R ozdiel medzi poslednými dvomi spočívav modif ikáciách násobenia a delenia,  aby odráž ali inú polohu  rádovej  čiarky operandov.     A ko zapísať pomocou  čísla v tvare 3 2/ 1 6 / 1 6  číslo 1 5 , 27 8 7  ?  3 2/ 1 6 / 1 6  nám hovorí,  ž e desatinnáčasť čísla zaberá 1 6  bitov,  teda pô vodné  číslo j e nu tné  naj skô r prenásobiť číslom 21 6 ,  a potom vziaťj eho celú časť. D ostávame číslo 1 0 0 1 3 0 4 . A k sa na toto číslo pozrieme v hex adecimálnej  sústave,potom vidíme,  ž e j eho tvar j e 0 F 4 7 5 8 H . K eď ž e kaž dá číslica v tej to sústave opisu j e hodnotu  4 - ochbitov,  4  číslice opisu j ú hodnotu  1 6 - tich bitov. K eď  zoberieme posledné  š tyri číslice,  tie nám dávaj ú" desatinnú"  časť čísla ( v sku točnosti ide o š estnástinnú časť) . Preto mô ž eme pred posledné  š tyričíslice vlož iť rádovú čiarku . D ostávame nakoniec číslo F , 4 7 5 8 ,  čo j e približ ným vyj adrením čísla1 5 , 27 8 7  ( sku točné  číslo,  ktoré  j e týmto zápisom vyj adrené  j e 1 5 , 27 8 6 8 6 5 23 4 3 8 ...) .

Operácie s číslami s pevnou rádovou čiarkou
     A k chceme pou ž ívať tento spô sob vyj adrenia čísel,  mali by sme byť schopný vyj adriťelementárne operácie ako j e sčítanie,  odčítanie,  násobenie a delenie.
S čít anie a odčít anie
     A k sčítavame alebo odčítavame dve čísla s pevnou  rádovou  čiarkou ,  mô ž eme pou ž iť obyčaj nésčítanie alebo odčítanie týchto celých čísel,  pretož e pri týchto operáciách na úrovni bitov nie j erozdiel medzi týmito reprezentáciami čísel.
N ásob enie
     Na násobenie takisto pou ž ij eme násobenie celých čísel. Problé m j e vš ak v tom,  ž e násobíme dvečísla,  ktoré  sú reálne,  tak,  akoby boli celé . A k máme násobiť dve čísla 3 2/ 1 6 / 1 6 ,  potom pri násobeníich berieme akoby boli 3 2/ 3 2/ 0 . Po násobení dostávame výsledok v tvare 6 4 / 6 4 / 0  ( zdvoj násobí sapočet číslic)  a my z neho potrebu j eme spä tne vytvoriť číslo 3 2/ 1 6 / 1 6 .
     Násobenie dvoch reálnych čísel mô ž eme napísať ako a . b =  c. Pomocou  násobenia celých číselvš ak násobíme a.21 6  . b.21 6  =  c.23 2 . O čakávali by sme vš ak c.21 6 . Preto výsledok násobenia celýchčísel mu síme podeliť číslom 21 6 ,  aby sme dostali ž iadaný výsledok. T oto delenie sa v assemblerivykoná veľmi j ednodu cho pomocou  aritmetické ho posu nu  vpravo cez dvoj icu  reg istrov.
     Pri násobení vzniká veľmi vysoké  riziko pretečenia a z toho vyplývaj úcej  nepresnosti  výpočtu .
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Delenie
     Delenie podobne ako násobenie presahuje rozsah čísel, avšak nie vo výsledku, ale v delenci.
A k delím e dve reálne čísla a :  b =  c, pot om  pri reprezent ácii v číslach 3 2/ 1 6 / 1 6  by  sm e delili
a.21 6  :  b.21 6  =  c. T akýt o t var výsledku však nepot rebujem e, pret ož e vy ž adujem e výsledok v t vare
c.21 6 . P ret o delenec vopred m usím e dať  do t varu c.23 2 , čím  však presiahnem e počet  bit ov, určených
na číslo. N ašť ast ie, podobné  problé m y  m ajú  aj operácie s celým i číslam i, pret o sa v procesoroch
na delenec zvy knú  vy hradiť  dva reg ist re, z kt orých jeden určuje hornú  a druhý dolnú  časť  delenca.
P ot om  po ú prave t ýcht o reg ist rov m ož no vy už iť  delenie celých čísel.
     P ri delení vzníká nebezpeè enst vo delenia veľ m i m alým  číslom  alebo nulou, čo m á za následok
vy volanie prerušenia a znem ož nenie dokončenia výpočt u.
I né  o p er á c ie
     M edzi ď aľ šie t y py  operácií, kt oré  sa čast o vy už ívajú  pat ria napríklad t rig onom et rické  operácie,
ako je sínus alebo kosínus. R ozvoj do ort og onálny ch radov a aprox im ácia pom ocou nich je však
pri t ýcht o číslach iba veľ m i ť až ko riešit eľ ná. P ret o sa vy už íva t abuľ kovanie hodnô t  s určit ým
krokom . P re sínus st ačí vlož iť  do t abuľ ky  f unknčné  hodnot y  zo št vrt iny  perió dy  a zvy šok
sy m et ricky  dopľ ň ať .
     Z  ď aľ ších operácií je čast o vy už ívaná druhá odm ocnina. T u st ačí použ iť  it erat ívny  alg orit m us,
kt orý m á veľ m i presné  výsledky  aj pri t ejt o reprezent ácii čísel.
A k u m u lá c ia  c h y b y
     K eď ž e reálne čísla popísané  číslam i s pevnou rádovou čiarkou m ajú  obm edzenú  presnosť ,
vzniká pri práci s nim i chy ba. T át o chy ba s výrazne zvy šuje pri operáciach násobenia, pret o je
vhodné , aby  sa v prog ram e vy už ívali násobenia čo m ož no najm enej. P ret o t reba pref erovať
výpočt y , kt oré  m ajú  vlast nosť  zlučovania viacerých m ult iplikat ívny ch operácií do jednej.
     P ri výpočt och si je t iež  pot rebné  dávať  pozor na pret ečenie, kt oré  síce nespô sobí priam e zrú t enie
prog ram u, m ô ž e však by ť  zdrojom  m nohých chýb, kt oré  sa veľ m i ť až ko hľ adajú  a ich prejavy
obt iaž ne zat rieď ujú , avšak m ajú  osudný význam  pre f unkčnosť  prog ram u.
     A ko jedna z m ož nost í spresnenia výpočt ov, m inim alizovania chy by  a vy hýbania sa pret ečeniu sa
javí aj spojenie operácie násobenia a delenia do jednej operácie. N ajskô r dve čísla vy násobím e, 
akoby  boli celé , ale výsledok neupravujem e. T ent o výsledok m ô ž em e brať  ako pripravený
celočíselný delenec a st ačí ho vy deliť  delit eľ om , pričom  dost ávam e správny  výsledok. A k by  sm e
post upovali sam ost ant ne, najskô r vy násobili dve čísla, ú pravili výsledok, t en pot om  upravili do
t varu delenca a vy delili, ú pravam i m edzi násobením  a delením  by  sm e riskovali nezachy t enie
pret ečenia pri násobení.
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